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Vorwbrt.

,@ie erste Anregung zu dieser Arbeit stammt aus der
aschinentechnischen Konstrulktionspraxis, Bei der Berechnung
fies auf Biegung beanspruchten Stabes, der aus konstruktiven
@riinden als Flacheisen ausgefiihrt werden solite, kamen mir
denken, ob nicht etwa der Stab unter den biegenden Kriften
' t]1ch ausweichen kénnte, wie dergleichen bei schmalen und; '

n Staben (z. B. ReiBschienen) eine bekannte Erscheinung 1st»---°

Suchen nach einer Theorie dieser Erscheinung in verschledenen...::
Siischisgigen Bilchern blieb erfolglos; so kam mir der Gedanke;:'::
. it Sache. selbst zu versuchen; bald — Mitte Oktober 1896 — ° :

Imr auch die Theorie der Ausknickung eines Kragtrigers in
it einfachsten Form vor, Das beginnende Semester liess

ch die Arbeit bald in den Hintergrund treten, und erst im

ruar 1899, als ich -Assistent am mechanisch - technischen.

oratorium der Miinchener technischen Hochschule war, nahm
ic Sache wieder auf. Inzwischen hatte ich mich auch
iedentlich vergewissert, dass eine Theorie der Erscheinung
nicht vorhanden ist. S
Mlt der Vertiefung in die Arbeit stellten sich immer neue
ein, welche sich an das elastische Verhalten von solchen
3 knupfen, deren Querschnitte eine gegeniiber den andern
eine Dimension besitzen. So entstand neben dem hier
itlichten Teil ein anderer, der von der veranderlichen
ssteifigkeit solcher Stibe (schmaler Flachstab, diinnwandiges
d Winkeleisen) handelt und im Anpschluss daran ihr ab-
s Verhalten bei der Knickung kennzeichnet. Dieser
Ssoweit er aus Rechnungen besteht, ebenfalls fertiggestellt.
icht noch hinzukommender dritter Teil soll der Torsion
len Stiben gewidmet sein.

o




Dem Teser mag in den folgenden Abhandlungen vielleicht

manches etwas weitschweifig und breit erscheinen. Das bitte ich

dann damit entschuldigen zu wollen, dass zweien Gruppen von
Lesern bei der Abfassung Rechnung getragen werden musste,
einmal den Physikern und Mathematikern, andrerseits den

Technikern. Es ist ersichtlich, dass hiufig etwas, was der einen -
Gruppe selbstverstindlich erscheint, ‘der anderen im Interesse des

vollstindigen Verstindnisses gesagt werden muss. Auch bin ic

«coder Ansicht, dass es besser ist, etwa zu erwartenden Einwendungen

(:'“““von vornherein den Weg abzuschneiden, als sie erst herankomme
"ee e gl lassen.

Zum Schluss gereicht es mir zur grossen Freude, meinen:
_ hochverehrten Lehrer und damaligen Chef, Herrn Prof. A. Foppl
an dieser Stelle meinen ergebensten Dank auszusprechen fiir
glitige Erlaubnis, die Einrichtung des mechanisch-technisch
Laboratoriums fiir meine Versuche beniitzen zu diirfen.
Personal des Laboratoriums, das mich mehrfach bei den Versu
oo unterstutzte sei auch an dieser Stelle mein herzlichster Da

aan oo

coe ..‘nusgesprochen

9 .Minchen, den 14. No'vemberr 1899,
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Einleitung.

Sunoc

: @ie erste theoretische Behandlung eines Falls von instabilem
schem Gleichgewicht stammt von Euler., In einer ‘Abhandlung
BDe curvis elasticis® *) gibt er mittels der noch heute nach ihm
annten Formel die Last an, bei der ein auf Druck beanspruchter
ader Stab eine Ausbiegung erfihrt. Spiter brachte er noch
. Theorie der Knickung durch Eigengewicht**). Was Euler
rliess, wurde spiter von den wissenschaftlichen Vertreters.,,

angn

ben aufkeimenden Technik begierig wieder aufgegriffen, alg

darum handelte, Methoden fiir die Fest’igkeitsberechnung%‘;.;,i
Konstruktionen ausfindig zu machen, Aber nur zu bal(;f;l;;f.];
sich die ,Unbrauchbarkeit der Theorie. Auch Versuche: :
ange vor der kritischen Last schon zu bedeutenden Aus-
ngen und zum Bruche fiihrten, sprachen gegen die Theorie.
Wwusste eben noch nicht geniigend zu unterscheiden zwischen
in elastischen Erscheinungen der Eulerschen Theorie und
uchvorgingen, die beim Versuch dazutraten, man tihersah,
¢ zu den Versuchen verwendeten Stibe nie vollkommen
sein kénnen, wihrend die Eulersche Theorie vollkommene
tvoraussetzte. — Durch die Arbeiten Schefflers*), der
influss der Stabenden, die Exzentrizitat des Kraftangriffes,
etenden Biegungsspannungen u. a. berechnete, sowie auch
Arbeiten verschiedener anderer wurde der Sachverhalt
h geklart. Heute ist man sich, besonders nach den Ver-
on Bauschinger (Miinchen) und v. Tetmajer (Ziirich)

tel aus Euler, Methodus inveniendi lineas curvas.

en in ,Nouveau commentaire de I'Académie de St. Pétersbourg®.
>cheffler, Theoric der Festigkeit gegen Zerknicken, :
Wunschweiy 1858, _
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vollstindig dariiber klar, dass die Eulersche Theorie in der besten
Ubereinstimmung mit der Praxis ist, wenn nur die Grengz-

bedingungen den Verhiltnissen entsprechend  gewihlt werder,,

Die Eulersche Formel gibt dabei immer die obere Grenze fir die

Druckfestigkeit eines Stabes an, bei der er unfehlbar deformierg
wird, wenn er nicht schon vorher durch andere Ursacheq’

zerstdrt wurde.

Der Eulerschen Theorie haben sich in neuerer Zeit noch’

verschiedene Fille von instabilem elastischem Gleichgewicht zugesell

“idie uoa in Love’s Elasticity *), 2. Band, Seite 289 u. f. seh
... vollstindig zusammengestellt sind, '

.
LN

Das votliegende Problem handelt von den eigentiimliche
Erscheinungen, die bei. Stiben auftreten, deren Querschnit
zwei sehr verschiedene Haupttrigheitsmomen
aufweist, wenn diese Stabe in der Richtung d
grosseren Steifigkeit stirkeren biegenden Kraf
unterworfen sind. Um mich in der Folge kiirzer ausdriick

%1 konnen, werde ich im Gegensatz zu den durch D rugl
wyerzeugten Knick erscheinungen diese durch Bie gung hervg

sogerufene Erscheinung mit dem Namen Kippen belegen; di

V. Wort habe ich gewihlt, um auszudriicken, dass hier mit
¥ " seitlichen Ausweichen des Stabes immer eine Verdrehung desselhe

ein Umschlagen oder Umkippen verbunden ist.

Im folgenden soll erst dic allgemeine Theotie der Erschein
erbracht werden, dann die Berechnung fiir verschiedene eing
Fille durchgefithrt werden. Nach einigen nun folgenden Er
rungen der Theorie sollen schliesslich die’ Versuche beschr
werden, die zum Beweis der Richtigkeit der Rechnungen
nommen wurden.

*} A E. H. Love, A treatise on the mathematical theory of:
Cambridge 1892, (2 Bande.) R

. I. Abschnitt.
Allgemeine Theorie der Kipperscheinungen,

——e gl

A. Aufstellung und allgemeine Lisung des Problems.

Das Wesen der Erscheinungen, deren Theorie in dieser
Wbhandlung erbracht werden soll, wird am besten durch. ein

piel veranschaulicht.” Ein gerader Stab mit etwa rechteckigem
schnitt, dessen Hoéhe bedeutend grosser-ist als die Breite,

in der Richtung seiner grossten Steifigkeit auf Biegung
sprucht, etwa so, wie in der Abbildung 1) angegeben ist.
n die Richtungen von Kraft / ,
grosser Hauptachse des Quer- : //‘
itts nicht ganz zusammen, so
"bei der Belastung neben der
réchten Durchbiegung auch i
wagrechte entstehen, wie die

sric der Biegung mit schiefer

Stung (Féppl, Festigkeitslehre ¥) Seite 144) lehrt. Denkt man

'

7,

man die Einspannvorrichtung solange um eine horizontale
dreht, bis massige aufgebrachte Lasten einen erkennbaren
en Ausschlag nicht mehr ergeben, so koénnte man zu der
itung kommen, dass man jetzt die Last beliebig steigern
hne wieder eine seitliche Ausbiegung zu erhalten, wenn

r unter der durch die Festigkeit des Stabes gezogenen
bleibt. Der Versuch zeigt indess, dass diese Vermutung
Mag der Stab noch so sorgfiltig gerade gerichtet sein

h so genau eingestellt werden, immer kommt man bei

ugust Foppl, Vorlesungen iiber technische Mechanik, I, Band,
keitslehre., Leipzig, Teubner 1897. '
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aliméihliger Steigerung der Last én eine Grenze, bei der stirkere
seitliche Verbiegungen auftreten.

Um einen besseren Einblick in das thatsichliche Verhalten

Z0 gewinnen, kann man die Kraft beobachten (etwa mit eingf -
Federwage), die nétig ist, um das Stabende in der Richtung dey -

geringeren Steifigkeit um cine gewisse gleichbleibende kleine Strecke
zur Seite zu ziehen. Steigert man nun die Belastung von Null ap
immer mehr, so zeigt die Federwage eine stetige Abnahme dey
seitlichen Kraft. Nihert man sich mun der pkritischen Last¢’ g4
nihert sich in gleichem Mafle die Kraft, welche zur Hervor
bringung der seitlichen Ausbiegung notig ist, dem Werte Null;
Verhindert man, etwa durch eine F tihrung, die seitliche Bewegun
des Stabendes, so kann man iiber die kritische Last hinausgehe
und findet jetzt, dass nun eine Kraft aufgewendet werden my
um den Stab in die gestreckte Lage zuriickzufiihren. In de
gestreckten Lage ist dbrigens nach wie vor die seitliche Kraf
gleich Null. Man kann also sagen: Die gestreckte Lage
jederzeit eine Gleichgewichtslage; sie ist zu Anfang stabil, w
bei der kritischen Last indifferent und bei Uberschreiten d
selben labil,

Diese Verhiltnisse zeigen sich auch recht anschaulich, we
man die Schwingungen des Stabes betrachtet. Zuerst ziemlij
schnell,- werden sie naturgemiss mit der Vermehrung der
immer langsamer; in der Nihe der kritischen Last aber ni
plétzlich die Schwingungsdauer ganz erheblich zu; sie steigt:
einer Lastvermehrung von wenigen Prozenten von ein’ p
Sekunden auf halbe bis ganze Minuten. Mit dem Erreichen
kritischen Last hért die Bewegung auf, eine Schwingung zu
der Stab entfernt sich immer weiter von der Anfangslage, o
in sie zuriickzukehren. Uber der kritischen Last endlich
der zeitliche Verlauf der Bewegung deutlich den expone
Charakter, der der Bewegung um labile Gleichgewich
entspricht.

Uber die Belastung unter Zuhilfenahme der er
Fithrung méchte ich -vorerst nur erwithnen, dass, noch,
man das Doppelte der ersteren Last erreicht, eine zweite k{'_.
Belastung auftritt, bei der nun die Stabmitte auszuweichen
und zwar unter ganz hnlichen Begleitumstinden, wie obé
ersten Fall. Das weitere tiber .diese Verhaltnisse wird g
Weise auf einen spiteren Abschnitt verschoben. .
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Die Gestalt des Stabes nach der Auslenkung zeigt die Abb, 2),
ie als Grundriss von Abb. 1) aufzufassen ist. Wie ersichtlich, hat
er Stab neben der Ausbiegung 7

uch eine Verdrehung erfahren, / 7

iese Verdrehung wird aufrecht er- .
alten durch das Torsionsmoment,
elches die Kraft £ infolge der

efindlichen Querschnitten — hervorbringt. Die dadurch bewirkte
chiefstellung der weiter von diesem Ende abliegenden Querschnitte
bt ihrerseits hinwiederum Veranlassung zu der seitlichen Aus-
thicgung. Wie man hieraus erkennt, beruht das Zustandekommen
Erscheinung auf einer Wechselwirkung von verdrehenden und
enden Momenten, '

- Setzt man den Stab, was hier immer geschehen soll, als
kommen elastisch voraus, so sind die Momente der Biegungs-
Drehungsspannungen als proportional mit den ihnen ent-
chenden Deformationen anzusehen, also auch proportional den
lenkungen des Stabendes. Die Momente der iusseren Kraft
ebenfalls proportional diesen Auslenkungen, denn sie sind
rodukte der Kraft mit Hebelarmen, die zur Auslenkung des
¢s in einem festen Verhiltnis stehen. Es kommt nun ganz
das Verhiltnis der beiden Proportionalititsfaktoren an, ob das
chgewicht stabil oder labil ausfallt. Ist der der dusseren Kraft
leinere, so iiberwiegt nach einer durch #ussere Ursachen
gerufenen Ausbiegung das Moment der inneren Krifte. {iber
er dusseren, der Stab kehrt also in die Gleichgewichtslage
Werden aber durch Steigerung der #usseren Kraft beide
Ortionalititsfaktoren einander gleich, so kann eine beginnende
egung sich immer mehr vergrdssern, da die dusseren Momente
[inneren gleichen Schritt halten. Erst wenn bej grosseren
ungen die Proportionalitit aufhért und die dusseren Momente

en inneren zuriickzubleiben beginnen, gelangt der Stab in

e Gleichgewichtslage, vorausgesetzt natiirlich, dass er nicht
chon zum Bruche gelangt ist. _

g in qualitativer Hinsicht die bisherige Betrachtung ge-

n Aufschiuss geben, quantitative Angaben kénnen nur aus
hematischen Behandlung der Frage gewonnen
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Zunichst sollen die bereits vorhandenen Grundlagen- fiir die
Entwicklung der Theorie aufgefihrt werden. Da sind es vor .
allem zwei Beziehungen, welche den Zusammenhang zwischen den
biegenden und verdrehenden Momenten und den von ihnen ver.
ursachten Forminderungen beschreiben :

=2 1

dp
und My = CZZ; _ (2)

Gleichung (1) sagt aus; dass der Kriimmungsradius .des
{urspriinglich geraden) Stabes dem biegenden Momente umgekehet
proportional ist; der Proportionalititsfaktor 5 heisst die ,,Biegungs-f
steifigkeit® *).  Die zweite Gleichung besagt, dass die relative
Verdrehung zweier benachbarter Querschnitte dem Torsionsmomen
proportional ist. (' ist dabei analog die Verdrehungssteifigkei
Diese beiden Grundsitze kénnen als einfache Erfahrungsthatsache
gelten. Thre Richtigkeit ist fiir alle hier in Betracht kommende
Materialien durch den Versuch mit ausreichender Genaﬁigkei
bestétigt.

Der dritte hier verwendete Satz bezieht sich auf die schief

Belastung, d. h. auf den Fall, dass keine der beiden Querschnitis 8

hauptachsen*#) in die Ebene des biegenden Moments fillt. D
Theorie lehrt, dass die Gesamtwirkung des biegenden Momet
sich durch Uberlagerung zusammensetzen ldsst aus zwei Teile
welche einzeln als Wirkungen der in den Achsrichtungen liegend
Komponenten des Moments aufgefasst werden koénnen, = Au
dieser Satz wird durch die Erfahrung hinreichend bestitigt.

Um nun die zunichst notige Differentialgleichu
des Problems aufzustellen, sei ‘ausgegangen von dem sc
besprochenen einfachsten Fall des Problems, von dem -einse
eingespannten, auf der andern Seite belasteten Stab.
Koordinatensystem sei mit Riicksicht auf moglichst ein
Gestalt der Formeln folgendermassen festgelegt.

*) Diese Art der Bezeichnung ist entnommen aus Love's »Elast
Dieser nennt die Grosse »flexional rigidity«, Die deutschen,
trennen die Grosse gewohnlich in ziwei; es ist namlich B
(Elastizitdtsmodus mal Trigheitsmoment des Querschnitts);
der einfacheren und daher dbersichtlicheren Schreibweise hi
die obige Bezeichnung vorgezogen.

*#) Uber die Querschnittshauptachsen s, Foppl, Festigheitslehre, 3

it dem freien Ende des Stabes zusammenfallen, an
Zﬂldgitengafl:cn !;n;lreift; die Z-Achse werde in dit.:: Kraftr?chtung
elbst gelegt, die X-Achse parallel der ursprlinghch-en' Richtung
es Stabes und die ¥-Achse senkrecht. zZu d‘e':n be1f1_e_n ande?.
usser diesen Koordinaten ist noch eme'_Grosse not}g, welche
ie Schiefstellung der einzelnen Querschnitte beschreibt, ]:?azu
abe ich den Winkel ¢ gewihlt, den die grosse Hauptachse imes
Querschnitts mit der Kraftrichtung, also mit der Z-Achse .bl det,
Man kann nun in voller Allgemeinheit die Differentialgleichung

iir beliebig grosse endliche Ausschlige des Stabes aufstellen. Ich

B Labe es gethan; sie wird aber so verwickelt, dass man sie eben

ufstellen, dann aber weiter mit ibr nichts mehr beginnen kam.l.
rum Gliick fiir die weitere Behandlung des .Falls tre:ten aber "éﬁe
gangs besprochenen Erscheinungen gerade in der nichsten Na- e
r gestreckten Lage des Stabes auf, sodass es voll:':xuf bereclftlgt
cheint, die Ausschlige von vornherein als klein gegenu.bﬁr
¢ Stablinge anzunehmen, Der Hauptvorteil, der dadurc.h erreic t
L besteht darin, dass die Differentialgleichung, We?n die klemejl_]
bssen hoherer Ordnung vernachldssigt werden konnen, nun 1nl
e lineare {ibergeht. Um die Rechnung durchfithrbar zu n.lachen,
en noch ein paar Einschrinkungen gemacht yverden, dle' aber
Verwendbarkeit der Ergebnisse keinen nennenswerten Eintrag
. Es soll nimlich der urspriinglich gerade Stab einen km}stanten
rschnitt haben, und zwar einen Querschnitt, dessen Biegungs-
keit B, in Richtung der einen Querschnittshauptachse gross
;agenﬁber der Steifigkeit in Richtung der anderen Hauptacl.lse B,
r soll der Stab auch schlank genug sein, dass von dem Einfluss
chubkraft auf die Durchbiegung abgesehen werden kat?.n.

Legt man nun durch einen Querschnitt mit der A})gc:sse x
Ifskoordinatensystem &/ ¥ W so, das die U- und V-Richtungen

n Hauptachsen des Querschnitts zusammen-

withrend die W-Achse senkrecht zu beiden

~den Querschnittsmittelpunkt geht (siehe

3), so kann das in diesem Querschnitt

nde Biegungsmoment F-# nach den

hsen in zwei Komponenten P+ x cos ¢

Zsin ¢ zerlegt werden. Die Anwendung
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wie wegen der Kleinheit der Ausschliige auch geschrieben werden

kann; ebenso ist:
- B, d?v
FPxsing="2=p.2"%
& st @ 02 9 P
ferner ist Y = #usin @ — vcos g
und Z = #cos ¢ ~}- v sin ¢,

Die gleichen Beziehungen bestehen zwischen den Differentia]-
quotienten dieser Grossen; es ist also, wenn man der Einfachhejt
2

rr y .
halber " usw. statt 28 Usw. schreibt,
Y'=u"sin ¢ — " cos P =
. 1 1 B\--B,
— P 5 — == — 1 Pr g 1" ,
xsmtpcosqug 31) 3 'r:sm2q)BIB2 e
i 2 2
und 27 — z” cos @ .-.f-.'f)” sin P == \Px (%2 + CO;IQD)'
Fir die weitere Behandlung der Aufgabe ist von den beiden
Gleichungen nur ‘die erstere von Interesse; denn die Ausschlﬁgé
nach der Y-Richtung sind es ja, auf welche es hier ankommt,

. Beziiglich der W-Achse des Hilfskoordinatensystems, die
zugleich Tangente an die elastische Linie ist, hat die Kraft P
(s. Abb. 4) ein Moment 2.5, das :
verdrehend auf den Querschnitt
einwirkt; die Anwendung von
Gleichung (2) liefert hier:

2
Das - Zeichen musste gesetzt
werden, weil, wie aus Abb, 2 AbD, 4, :
ersichtlich ist, ¢ mit der Entfernung vom Koordinatenurspriit
abnimmt. Die Grésse p lasst sich schreiben als Differenz zwischié
der Ordinate ¥ und der Grésse ¢; diese ist aber = xtg @ = &'
Hiemit erhilt man die Gleichung : ' ' '

Cp" = P (xy — ). _

Um zu einer Loésung zu gelangen, muss von den
Unbekannten ¢ und y eine eliminiert werden ; welche; i
Prinzip gleichgiltig. Hier soll y eliminiert werden, weil d
Weg der einfachere ist. Durch einmaliges Differenzieren:4is

Gleichung (4) erhilt man, indem sich auf der rechten Seite zwei
Glieder gegenseitig wegheben:
Cq)n — Pff’]/”. (5)

In diese Gleichung kann nun sofort "der Wert von #" aus
Gleichung (3) eingefiihrt werden. Man erhilt: ,
Cp" = — L Plx?sin 2 ¢. 5;,1 B,
Die Grésse ¢ kann hier noch jeden beliebigen epdéiche.n
ert annehmen. Die Differentialquotienten von ¢ aber 5(1}1'1", w:
s Gleichungen (4) und (5) hervorgeh‘c,. von derselben rc(;ss;er
dnung wie y und seine Differentialquotienten. Mar.: kann la en,
enn ¢ von Anfang an endlich ist, es wegen seiner giimgd "
ariation niherungsweise konstant s‘;etzen.. Dann I:naf:k o
i.6sung der Differentialgleichung Welte.r k.eme. Schw.1er1g e im.
h ist dieser Tall hier nicht von Wmht‘lgkmjcl, c.la ia, ];'weh n
ngang bemerkt wurde, gerade dann die e1gentumhc1.1en rsc er
ngen auftreten, wenn ¢ zu Anfang null ode1: WEHIgSteI}llS ksle'
sin war. Ist aber @ zu Anfang klein, so wird es a‘\uc Z%n
ben, solange » klein bleibt, kurz solange, als" ubel'haduptM ;:-;
aussetzungen fiir die Differentialgleichung erfillt s1n1‘.l en.
n daher in obiger Differentialgleichung mit vollem Rlec .t sza.
Sinus den Bogen ecinfithren und erhdlt dann statt § sin 2 ¢

B1—-Bﬂ'
| Eine andere Vereinfachung betrifft noch den Bruch z

wie vorausgesetzt, 5, gross gegen B,, so kann 1e'cz.teresi1 geg.eil1
es vernachlissigt werden, und der Bruch vereinfacht sic

2

Will man iibrigens diese Vernachlissigung vermeiden, so

man folgerichtig auch einen andern Einfluss. von d:er gleichen

enordnung mit heriicksichtigen, der, wie "eme spiter zu er-
de Betrachtung lehrt, von der Stabkriimmung nach der

tung herriihrt. Da dieser hier ganz ausser Acht f:re].assen

rd man konsequenter Weise auch die zweite Vernachlasmg}mg

en, da die Genauigkeit der Rechnung durch letztere nicht
esentlich herabgedriickt wird. .
“ihrer vercinfachten Form lautet nun die Differential-
g fiir ¢ folgendermassen : '

Br‘). C‘l{pn_l_ nga q) — 0_
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Ich habe im obigen die Grundlagen und hernach die nétigen
Vernachléissigungen sehr  ausfithrlich behandelt, und Zwar it
Absicht; denn ich halte es in solchen Dingen fiir ausserordentlich
wichtig, gerade liber diese Umstinde sich volle Klarheit zy Ver.
schaffen.  Nur zu Jeicht kommt es vor, dass eine nicht in allen
ihren Konsequenzen verfolgte Annabme oder Vernachléissigung
die Schuld an einem falschen Ergebnis triigt,

Die Differentialgleichung (6) ist ecine Riceati'sche; sie wird
in geschlossener Form durch Besselsche Funktionen integriert
(Lommel, Besselsche Funktionen ¥), 3, 113}, Die Losung lautet:

2 2
() a, o

i
—_ - - ord
Q)HVQ'{AJ: 2V BC

die urspriingliche Lésung durch Potenzreihen in de
Hauptsache beizubehalten.  Einmal sind  fir die Besselscheit
Funktionen mit dem Index 4 4 Tafeln nicht bekannt,
Funktionen miissten also doch in Rei ;
werden. Ferner lisst sich ¥, die andere Verandetliche des Proble
die der Differentialgleichung dritter Ordnung (erhalten durch Fo
schaffen von ¢ aus Gleichungen (3) und 4)) -

BC (zy— V') — P2ye (xy'—

geniigen. muss

Produkte von Besselschen Funktionen darstellen, fiir die bestimr
Rechnungsmethoden micht vorliegen. Die Auflésung mit Reil
dagegen bietet, neben ihrer Einfachheit und Verstiandlichkeit
fiir den weniger Getibten, noch den Vorteil grosser Einheitlichk
indem die Gréssen, welche dje Ges

entsprechend ihrer GIeichberechtigung

zur Darstellung gebracht werden,

jetzt der Losung durch Potenzreihen zu. Setzt man:

so kann fir die Koefficienten A sofort eine Rekursionsformel
angegeben werden. Sie lautet : : :

_PB
# (?Z-—l) A,, + B__QC Au_4= 0.

Die vollstindige Lésung hat zwei Integrationskonstanten.
2 .

. Wird zur Abkiirzung N fiir B.C geschrieben, so ist:

N +8N2 PEE R

=.Ao(1—ﬁ+s‘-7'-@‘12-1:-1-8-7-4-3’!‘ )
- 1-5N ngg x15N3 o 7
+‘41("*"87+ﬂ75“4_13-12-9-8-5-4+ ) @

‘Die Gleichung (5): Cp” = Pry” fiihrt von dem gefundenen
rt von @ auf den von »; es wird

x3N x?NZ anB _I_ '.)
3277643 11108733
rEN2 PRCtE S
ST54 T o sgit )

®

i Mit den-zwei neu hinzugekommenen Integrationskonstanten
t die Losung fiir ¥ nun vier willkiirliche Gréssen. Die aus
ysikalischen Beziehungen hergeleiteten Gleichungen (3) u. (4),

~— die erstere in ihrer vereinfachten Form — der Ubersicht
hier zusammengestellt sind :

By’ = — Prg (3 a); (g = — P(J’—'J"x) 4),

der zweiten und ersten Ordnung, geben also zusammen
willkiirliche Konstante, Zwischen obigen vier Konstanten
0. noch eine Bedingungsgleichung bestehen. Diese wird
-Wemn man in Gleichung (4) die gefundenen Werte von

eintrigt ; man erhilt eine Identitit, wenn man Ay — "—};31

la:ichung (.3 a) liefert unter Beachtung von N = B,
“eine Identitit, ' '

eichnet ‘man jetzt mit ¢y, », und ¥, die Werte, welche
8ssen in einem bestimmten Fall im Koordinatenurspr_ung
50 kann man die unbestimmten Konstanten durch
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diese -drei Grossen ausdriicken. Wie man sich durch” Nullsetzen
von x itberzeugt, wird:

P P
Ay = Do, A= — fﬂn und 4, = f}’n’-

Die Gleichungen - (3 a) und (4), auf denen sich die ganze -
bisherige Rechnung aufbaut, sind zunichst abgeleitet fiir den j
Abbildung I und 2 dargestellten einfachen Belastungsfall.  [hy
Anwendung ist aber durchaus nicht auf diesen Fall beschrink
Fir einen belicbig belasteten Stab lehrt die Theorie von de
Kriftezusammensetzung im Raum, dass man die in einem Quer
schnitte von dé;r einen Stabhilfte auf die andere Ubertragenes
Krifte immer ersetzen kann durch eine resultierende Kraft iin
ein Moment, dessen Ebene zur Kraftrichtung senkrecht steht. -

Wird zunichst dieses Moment, das in unserem Falle o
-Biegung in der ¥-Richtung hervorbringt (44), gleich Null ange
nommen (was iibrigens in der Mehrzahl der Fille zutrifft), - s¢
ergibt sich folgendes: Legt man die Z-Achse unseres Koordinat

an jeder Kraftangriffstelle in zwei Zweige, deren Kons
besonders bestimmt werden miissen. — Da in  allen "hi
gehdrigen Fillen die Belastung der Hauptsache nach i
durch Stabachse und grosse Querschnittshauptachse besti
Ebene auftritt, lisst sich iibrigens eine sehr einfache Deutun
. Konstanten finden. Die in den Formeln vorkommende Kr
ist nichts anderes, als die Schubkraft in dem betreffenden Absc
des Stabes; P g, ist die Schubkraftkomponente in der Ric
der kleinen Hauptachse, £y, endlich ist das Torsionsmome
Querschnitt + = 0. — Die Konstante #; kommt hier weit

in Betracht, sie bleibt willkiirlich. FEs kann dies so g
werden, dass man eine Variation von y; aufzufassen ha
kleine Drehung des Koordinatensystems um die Z-Achse,
die charakteristischen Grossen ¢, und y, ungeandert bleib L,

Verschwindet fiir den Querschnitt # = O das oben g
Biegungsmoment M, nicht, so muss die Gleichung (

ne Erweiterung erfahren, die sich aus Gleichung (1) ergibt; es
ird namlich : :
. 323’":—]9«”5?7—]%,

ér mit einer dem vorhergehenden analogen Bezeichnung :

By (4" — ) = — Frg. (3b)

Tragt man hierin den Wert von " aus Gleichung (5) ein,

- e; unverandert gilt, so ergibt sich statt Gleichung (6)

ByCo!" + Pixip — BPryy (6 a)

‘Dies ist cine lineare Differentialgleichung mit zweitem Glied.
Losung setzt sich zusammen aus der allgemeinen Lésung der

(Gleichung ohne zweites Glied und einer PartikularlijSung mit

tem Glied; da die erstere bereits gegeben ist [Gleichung (7)

(8)], brauche ich hier nur die letztere angeben. Sie zeigt

als eine Potenzreihe von demselben Bildungsgesetz wie die
ifiheren, und lautet:

L A AN 9

= (3-2 7-6-3-2+11-10-7-6-3-2 : )" ®

us sich weiter ergibt:

2 AN Z0 I8 — ) (10)
6532571097632 |

Das allgemeine Problem des Stabes mit konzentrierten
asten ist hiemit geldst. Nun sei nur kurz noch auf eine
usnahmefall hingewiesen, nidmlich auf den Fall, dass
~ein in der XZ-Ebene wirkendes Biegungsmoment den
elastet. Man kann dieses Moment auffassen als die Wirkung
anendlich kieinen Kraft am unendlich grossen Hebelarm.
deni fritheren Festsctzungen ist daher in unseren Formeln
und £ == 0, dagegen P x == M; aus Gleichung (6)

n:
By (" + Mip = 0. . (6b)

cichnet 1, die (ebenfalls unendlich grosse) Koordinate
es Punktes des Stabes, so wird die Losung der vor-
0 Differentialgleichung :

(-'17 — -’Vu) Vv—%“i—za) 4+ Ag QO_S ((:L‘ — "Vn) ]7%{:_5) (11)

2%
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Man hitte natiirlich auch statt des Grenzitbergangs dag-
Moment i Komponenten nach dem Hilfskoordinatensystem dey.
Abb. 3 zerlegen und Gleichung (1) und (2) auf diese Komponenten
anwenden konnen. Statt der Gleichung (3a) und (4) erhilt man

auf diese Weise: ,
Byy" = — Myp und Cp'— My
Aus der letzteren Gleichung ' ergibt sich
C
== W’q) + Aa. ‘

Aus dieser Losung lisst sich auch ein Schlﬁss auf die durch
die Potenzreihen der aligemeinen Lasung der gestellten Funktionen
ziehen, Sie werden im Unendlichen zu Wellenlinien, deren Waellen:

linge umgekehrt proportional des Abszisse ist

(sin ((x—xu) %f) in Formel (11) )

Zu demselben Ergebnis gelangt man {brigens auch dur
Diskussion der Bessel'schen Funktionen. Nach Lommel, d
Bessel'schen Funktionen S. 65 ist fiir sehr grosse & niherungswei

1 Pt ] [V BsC Py 3x

}'4 M :2 2 -_— 7
V; (2V 2l n-P-xcos (2VBEC 8 )
Aus dieser Formel ist gleichzeitig auch ersichtlich, dass
Maximalwerte von ¢ fiir. die einzelnen Wellen annihernd
Wurzel von # umgekehrt proportional sind, Die Maxima

~ Ausbiegungen y nehmen nach Gleichung (12), in der M durch
ersetzt wird, umgekehrt proportional der 8/aten Potenz von x

Fiir die endlichen Teile der Funktionen ergibt sicl
den Rechnungen des folgenden Abschnittes, dass auch sie
wellenformigen Charakter zeigen. Wellenlinge und Ampl
sind dabei verindetliche Grossen, '

B. Berechnung von Tafeln fiir die erhaltenen Funktioner

Die Grenzbedingungen, wie sie gewdhnlich vorliegeri
Aussagen iiber die Werte von @, 7 und ' an den Ende
betreffenden Zweiges. Die allgemeine Losung stellt jed
diesen drei Gréssen als eine Summe von drei (noch mit wi
Faktoren multiplizierten) Potenzreihen hin, Um nun mit den
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urch diese Potenzreihen zur Darstellung gebrachten Funktionen
eichter rechnen zu kénnen, werden mit Vorteil Tafeln dafiir
erechnet.' Dadurch wird avch die Uebersicht {iber die verschiedenen
erhillthisse um vieles klarer. . .

Als Argument fiir die Funktionen wird am besten eine .
imensionslose Grésse gewihlt, da die Funktionswerte dann von
eder Massstabskonstante frei sind. Eine solche dimensionslose
résse ist: '
otV #* P cm* kg?
BeC (kg cm?) ?

= cm? kg?,

‘der auch irgend eine Potenz davon. Ich habe die Cuadratwurzel
on gewihlt, einmal, weil dann zwischen der Kraft 2 und dem
folgenden mit # bezeichneten) Argument Proportionalitit
rscht, dann aber auch deshalb, weil mit dieser Wahl die
hen eine dusserliche Ahnlichkeit mit der Cosinusreihe erhalten

daher dhnlich giinstige Verhiltnisse fiir die Rechnung vermuten
sen.  Unter diesen ,giinstigen Verhiltnissen® soll vor allem
Eigenschaft verstanden werden, dass bei gleichbleibenden
ditervallen des Arguments die Funktion durch die berechneten

Aerte. iiberall in: gleicher Genauigkeit dargestellt wird, so dass

210 nirgends ein Einschieben von Zwischenpunkten nétig wird,
r. auch nirgends fiberflilssig viele Punkte gerechnet werden.

ausgesprochene Vermutung hat sich auch, soweit man es
ten konnte, bestitigt. o
Mit Einfithrung des Argumentes # bekommen die Gleichungen
, ¥ und p die Form, welche ich jetztlan'schreibe:

ut #t u®
TT3tsTas AT e T as T
uﬁ
9.8-5-4f"")

: 7? ut
_“(”1+§71—9-8-5-4f|"13- 2
Pys 2l ut

P8, 1
T(ﬁ“vvﬁ-s-z"l'u-10:7-6-3-2_ """" )

c el 2t ub
25— s teas wE T astT
uz . ué 3{6

—3__7-5.4__!_11‘9‘8.5.4“ .............. )

wt :
Ty R ERE )

22
“5-3-2+9-7-
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wt b

: FolT By
J-’:3’0“’"“‘3”"?,17(_5-_.2’*‘7-6--4.-:«f“11-10-8-7-4-3“‘-_')

nt u®

#2 ' ‘
+r0 (Ut r st e s A ) (W

1 u? : ut

+ri G st oo e )

Im folgenden sollen diese neun Funktionen einfach mit.

Buchstaben bezeichnet werden, und zwar, um sie von allen
anderen Grdssen wirksam zu unterscheiden sind sie durc
Groteskschrift kenntlich gemacht,

Cop = Cp,D 4+ Pay,G ny"K
Pr¥y= CpE & PayH -+ P:L-y L+ Py
Fry — CpF + Payd + Pavyill + Poy;

Aus den Gleichungen (15) ist die neue Bezeichnun
etkenntlich. Im iibrigen unterscheiden sich die
Gleichungen (15) von den Gleichungen (14) nur -
dadurch, dass die verschiedenen Nenner weg-
geschafft sind., Zur klareren Uebersicht iiber
~die Bezeichnungen dient noch nebenstehendes
Schema, das einer n#heren Erklirung nicht
bedarf.

Bevor ich auf die Berechnung der Tafelwerte niher einge
ist es notig, etwas {iber die erforderliche Genauigkeit zu sag

Bei den Festigkeits- und Elastizitatsversuchen, wie sie in Mat
priifungslaboratorien ausgefithrt werden, pflegt man die Gen
keit im Mittel zu rund 1°/y anzunehmen. Wenn nun das Erge
der Rechnung, das mit den Versuchen verglichen werden-
genau bis auf Y/2% wire, so wiirde das fir die Praxis vo
genlgen. Nun pflegt man freilich, und das mit Re
Arbeiten, die in erster Linie wissenschaftlicher Natur
vetlangen, dass die Rechnung wenn moglich so genau ist
ihre Genauigkeit von den Versuchen unter keinen Ums
erreicht wird. Wenn ich mir nun fir die wichtigeren Re
der folgenden Rechnungen eine Genau1gke1t von 1%,
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'10fache der mittleren Versuchsgenauigkeit, zur Richtschnur ge-
nommen habe, so glaube ich damit nicht viel vom Richtigen —
fast mochte ich sagen: Schicklichen — ferne zu sein. Bei minder

Dort ist die Genauigkeit etwa /s bis 1/,%.

Die Tafelwerte der obigen Funktionen wurden, der Genauig-
Yeit von 1% entsprechend auf drei Dezimalen berechnet, nur die
Funktionen K und M, welche sehr kleine Absolutwerte besitzen,
rden auf vier Dezimalen gerechnet. Als Intervall wurde fiir

e Funktionen D, E, F, G, H und J in dem Gebiet von # =

nktionen nur fiir die ganzzahligen Werte des Arguments be-
iicchnet. Bei den Funktionen K, L und M, die fiir dic Anwendung

e

Wyeniger wichtig sind, geschah dies im ganzen Bereich.

Zur Berechnung von Zwischenwerten geniigt im Intervall 0,2
“den allermeisten Fallen schon die lineare Interpolation; im
tfall stiinde dann immer noch die quadratische zu Gebote.
t- die Intervalle 1,0 eignet sich am besten die graphische
berpolation. Einige (mindestens drei, besser mehr) Funktions-
e werden in geeignetem Massstabe auf Millimeterpapier als

Widinaten aufgetragen und eine maglichst stetig gekriimmte Kurve

h die erhaltenen Punkte gezogen, worauf jeder beliebige
ischenwert aus der Zeichnung herausgelesen werden kann. Bei
figer Uebung und Sorgfalt ist es dabei mdoglich, fiir etwa 2 cm

and der gerechneten Punkte und bei einem Krtimmungsradius

10 cm oder dartiber, die Kurve so genau zu ziehen, dass sich

__el—MiIlimeter noch mit ziemlicher Sicherheit entnehmen lassen,

och ein paar Worte iiber die Hiifsmittel bei Zahlenrechnungen:
garithmentafel habe ich fast nicht beniitzt, dagegen in aus-
m Masse den Rechenschieber und die Rechen-
hine. Der Rechenschieber ist die Logarithmentafel des
urs, er wird {iberall da angewendet, wo eine allzugrosse
gkeit nicht von Né&ten ist, also bei Festigkeits-, Gewichts-,
e-Berechnungen u.s. w. Der gewdhnliche Typus des Rechen-
rs besitzt zwei logarithmische Teilungen; auf der einen ist

125 mm, auf der anderen log 10 = 250 mm. Betreffs
nauigkeit der mit dem Rechenschieber ausgefithrten Rech-
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nungen ‘gab sich bei ‘der’ vorliegenden Arbeit Gelegenheit " zy;
Untersuchung, indem ich ca. 30 mit dem Schieber gerechnete 3

Werte mit denen verglich, die ich spater der grésseren Genauig. 3
keit halber mit der Rechenmaschine ermittelte. Es ergab sich 3
dass bei sorgfiltigster Arbeit der wahrscheinliche Fehler, began er;
bei einer einfachen Multiplikation oder Division, noch unter 1f, 0on .
heruntergebracht werden kann. Nimmt man nun etwa den vier-
fachen wahrscheinlichen Fehler als den gréssten praktisch yop.
kommenden Fehler an, so ergibt sich, dass das Resultat 'einef;%;;
einfachen Multiplikation. oder Division héchstens um 250 falschif
sein kann. Bei der Berechnung der Tafelwerte wurden in do
Regel Glieder unter der Grosse 0,300—0,400 mit dem Schieber
grossere dagegen mit der Rechenmaschine gerechnet, ' 'ﬁ

Diese Rechenmaschine, Eigentum des mechanisch-technisch’éfi:ij
'Laboratoriums, ist von Thomas de Colmar in Paris: sie gestatt‘e‘f
zwei sechsstellige Zahlen voll miteinander auszumultiplizierén, und
umgekehrt -auch entsprechende Divisionen auszufiihren. Die sechys
stelligen Zahlen kamen bei der 'Ausrechnung sehr wohl in Ap:
wendung, da die Reihen bei den hsheren Werten des 13511'gun"1e.n%.'d
immer schlechter konvergieren. Bei den Reihen E und H, dered
Konvergenz merklich schlechter ist, als die der andern Reih.e:?
dirften von » = 10,0 an die letzten Stellen der Funktionswert
mit ziemlicher Unsicherheit behaftet sein, da hier die sechsstellis
Rechnung keine Korrekturstelle mehr lieferte. So wurde beispielt
weise fiir # — 12,0 bei der Funktion E die 22. Potenz von # noe
beriicksichtigt; die Summe aller positiven Glieder betrug 686,18
die Summe aller negativen 689,223, so dass der Funktionsﬁﬁ
mit — 3,037 erhalten wurde. In Hinsicht auf die Genauigkeit{%i
graphischen Interpolationsmethode ist indessen diese Unsichegi"l

wegen der grossen Differenzen  zwischen den benachbantel
Funktionswerten ziemlich belanglos.

Auf die numerische Ausrechnung der Tafelwerte werde;
hier weiter nicht eingehen; sie bietet nichts, was von Int’t‘;ﬁi
ware; auch glaube ich nicht; dass, wenn sie hier aufgefiihrt W
sich jemand die Miihe nidhme, sie nachzurechnen.

Ich lasse also jetzt die gerechneten Werte folgen;'sli‘=

i 7

i

auf Seite 25 und 26 zusammengestelit,
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ul D E F G H J
00|+ 1,000 0000| 0,000|— 1,000 | 0,000 |+ 1,000
02! 0997 — 0,020 |[— 0,007 |- 0,998 | + 0,013 1,003
6,4 0987 — 0,080 | — 0,027 |— 0,992 | 0053 | 1,013
06 0970 {— 0,178 |— 0,060 |—0982 | 0,119| 1,030
08| 0947 |—0314 |— 0,106 |— 0968 | 0210 1,083
10| 0918 |— 0486 |— 0,165 |— 0950 | 0326 1,082
1,2 0,883 |— 0,692 |— 0236 |—0920| o0465| 1,118
14! 0842 |— 0928 |— 0319 |—00904 | 0626]| 1,160
16! 0,796 |— 1,192 |.— 0414 |— 0,876 | 0,807 | 1,208
1,8 0,745 — 1,480 | — 0,520 |— 0,845 | 1,007 1,261
20| o069 | — 1788 —o0636 | —ogs11| 1223 1319
; 0,630 | — 2,111 |— 0,762 | — 0,774 | 1,453 | 1,383
0,567 | — 2,447 | — 0,897 | — 0,735 | 1,694 | 1451
: 0,501 |~ 2,790 | — 1,040 | — 0,693 | 1,946 | = 1,524
28| 0433 |—3,135 |— 1,191 | — 0,640 | 2204 | 1,601
30| 0,362 | — 3470 |— 1,349 | — 0603 | 2466] 1,682
ta2] 0201 |— 3816 |— 1,513 |-— 0556 | 2,729 1,766
34| 0219 —4,142 | — 1,682 |— 0508 | 2990 | 1,852
36| 0,147 | — 4,452 | — 1,855 | — 0,459 3,248 1,941
38| 0,075 |— 4740 | — 2,032 | — 0410 | 3501 | 2,032
40| 0004 | — 5004 [— 2211 |— 0361 | 3744| 2125
12| — 0065 | — 5241 |. 2302 | — 0311 | 3976| 2219
4| — 0,132 | — 5448 |- 2,574 | — 0,262 | 4,194 | 2,314
6 |— 0,196 | — 5,621 | — 2,757 | — 0,214 | 4,396 | 2410
i8| — 0,256 — 5,757 |-— 2938 | — 0,167 | 4581 | 2,506
0| — 0,313 | — 5,853 | 3118 |— 0,121 | 4746 | 2,600
— 5913 | — 3296 | — 0076 | 4801| 2695
o ~- 5924 | — 3,472 |— 0,033 | 5014| 2789
9 — 0,456 | — 5906 | — 3,646 | +- 0,008 | 5113 | 2,881
y — 0,493 | — 5841 | — 3,814 | 1-0,047 | 5188 | 2971
— 0,824 | — 5,737 |— 3978 | 40,083 | 5238 3,089
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D 1 , ' Ich komme jetzt auf die Losung mit Bessel'schen Funktionen
J quriick, Die Differentialgleichung mit zweitem Glied (6a):

60‘—0524 — 5737 —39’781—}—0083 +5238I+3059 By’ Pty = Blayy '
oy . . ber " 4+ adrip = bx geschrleben

6,2| — 0,551 | — 5,594 | — 4,137 0,116 5,263 3,145 erde der Einfachheit halber
64— 0572 |—5415 | — 4201 | 0147 526a| = : L
Y , 3,229 bei dann @ — und 4 — .y zu setzen ist,
66/— 0588 |-~ 5202 | — 4440 | 0175 | 5240 3310 one! VBC o
6,8 — 0,596 | — 4,957 | - - 4,584 0,200 | 5,192 3,388 Fithrt man nun in dieser Gleichung fiir ¢ die Grosse sV x
2

T

70| — 0,507 | — 4,684 4721 022 | 5121] 3463 substituiert ferner dic unabhtingige Vatiable # = “2 (Heine,
" 3534 ugelfunktionen, *) Bd. I, S. 241), so geht- die Gleichung iiber in:

72/~ 059 |- 4387 [—as52| o241 5028
74| — 0585 | — 4,073 | — 4977 | 0,257 | 4914 , . a2 b 24t
76/ — 0,569 | — 3,743 | — 5,097 | 0,270 4,781 , T ‘d; (#—@r)s = 4 (E) -
7.8 —05501—3404)—5210 0,279! 4,631
_— T : ; ; ’ i ialgleichung mit zweitem
80| — 0,523 | — Dies ist eine Bessel'sche Differentialg g
) |— 3062 |—5317] 0,286 | 4465 | 3, lied, deren Losung nach ,Mathemat. Annalen® Bd. IX, S. 427*%)

190/ —0331]|—14871_5 776 0,276 I 3,487 B olgendermassen geschrieben werden kann:

10,0/ 0,078 |-— 0,642 | — 6,144 0,203 2,494 1 -1 13
11,0/ 40,200 |- 1,080 | — 6478 | 0097 | 1807 ' | | ¢ =A4FO+ LT+ ESTG
12,0| 4 0,404 —~3037‘——6851 —0014‘ 1,676

Das Argument 7 findet man durch Vergleich mit Seite 21 zu
o Px?

2 2VEC

) < ) . y | * Unter Berficksichtigung des Wertes von 4 ;l‘gib: sich n:.m
_ : - - 1 -1 P Pt 13
tu T " RPN Y

ool
1,0 , ) \ :  Diese Formel muss mit der ersten der Gleichungen (14)

2,0 ’ , ; : ntisch sein, Um dies zu zeigen, entwickelt man die Bessel'schen
5,0 1 ’ h _ R ionen in Potenzreihen, was in Gleichung VIII, S. 156 des
40 , : ) . el'schen Buches ausgefithrt ist. Man findet hier:

4

5)0 ) 3 , . 2 et %2 U
6,0, 0, : : ' .5((5):1/'2“11 (2) (1‘““.”"+9-8-5-4_
70| 0, _ .

8.0 ’ ! ch in der Klammer stehende Reihe ist aber gleich der it
, ‘ ’ ! . ' - Vem Zeichen versehenen Reihe G, also wird-

13’8 , ’ ’ },'t‘u) ut G )
11.0|—o, ! ’ | 2 VIrg’
12,0

dbuch der Kugelfunktionen von Dr. E. Heine, Berlin 1878,
Lommel, ,,Ueber allgemeinere Bessel'sche Funktionen®,




ebenso wird

) - v )70
T

Die vorstehenden Formeln konnen dazu beniitzt werden,  ayg

den Tafeln fiir die Reithen D und G die entsprechenden Besge].

Funktionen zu finden. Durch Ausrechnung der Zahlenfaktoren -

erhilt man

j"%_;f) =-—0,78012 u%G (#), und 9’_%(

) =1,15407% * D (a),

“
2

Die Partikularlssung

unterscheidet sich von der in Gleichung (9) angegebenen duirc
ein Glied von der Form

~—tu
eV (V2.5 (3)—73),

dessen Hinzunahme nichts weiter als eine Verﬁnderung der wi_l.:
kiirlichen Konstanten 4, und A4, bedeutet. Bringt man diese
Gli?d in Abzug, so lisst sich der iibrigbleibende Teil

i

S_’(g) auf die Form bringen:

f 4,01 x $ 3
e (g rgggt o )=2eK

(Siehe Math. Annalen Bd. IX. S. 436, Gleichung XV).

Dass die Potenzen von «, die bei den Reihen der Formeln
stehen, mit der Losung durch Bessel'sche Funktionen im Rin
stehen, das ergibt sich leicht, wenn man in diese Ldsung die
fiir die Bessel'schen Funktionen gefundenen Werte eintrigt,

Aus der Losung fir ¢ kann die fiir » erhalten w
indem man die Gleichung ' ' ' |

Pr . ) . Lo
Y zweimal integriert, -

29, —

Wird, wie gewdhnlich der Fall, »;— 0 gesetst, so hat rﬁan

3 1 2 Pr du |
7 V# (ATG) + 4T (G)); da aber TR~ gt

b L g o
W (ATH+ 4y ) %,

Integrale” dieser Form werden nach Mathem. Arnalen Bd. IX,
442 durch ‘Prodhkté'lu +¥-S5 integriert, Da mir aber fiir die
itere Behandlung dieser Produkte sowie fiir die zweite Integration
e Methode det Befec’hﬁung nicht vorliegt, beziiglich der praktischen
sultate auch kaum etwas Neues zu Tage fordern Wﬁrqe, s0 habe

diese Sache weiter nicht mehr verfolgt.

C. Berechnung von bestimmten Belastungsfillen.

Bevor ich auf die Berechnung von einzelneén Fillen eingehe,
l ich kurz auf eine Eigenschaft hinweisen, die fiir alle Arten
Belastung in gleicher Weise zutrifft. Es ist der grundsitzliche
rschied in- dem WVerhalten des theoretisch vorausgesetzten
lut geraden Stabes und dem eines wirklich vorhandenen, der’
jenem idealen Zustande zwar beliebig annihern, ihn aber nie
chen kann. ) . ‘
‘Der absolut gerade Stab wird seine gestreckte Lage bei-
Iten bis zur kritischen Last. Durch das Erreichen dieser
t* -— wie sie in Analogie zur ,Knicklast® im folgenden
net werden soll — wird die Gleichgewichtslage, die zuerst
war, indifferent ; jede Lage, wenn nur die Abweichung von
streckten Lage sehr klein gegeniiber der Stablinge ist, ist
leichgewichtslage. Ist.die Last cine Spur kleitier als die
te,- 50 kehrt der Stab in die gestreckte Lage zuriick; ist sie
bur grosser, so verlisst er die nunmehr labile Gleichgewichts-
nicht mehr dahin’ zuriickzukehren. -Von diesem eigentiim-
erhalten findet man bei einem Versuche nichts. Selbst
an bei missigen Lasten noch keine Ausbiegung bemerkt,
'sich eine solche mit der Anndherung an die Kipplast
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immer - deutlicher, und es ist nicht moglich, -die Kipplast zy
erreichen, ohne dass vorher Ausbiegungen entstehen, die wegen
ihrer Grésse eine strenge Anwendung der vorliegenden Rechnung
nicht mehr zulassen. Trigt man die Kriite und die zugehdrigen
Ausbiegungen als Abszissen und Ordinaten eines rechtwinkl‘igen
Koordinatensystems anf, so erhilt man hypetrbeldhnliche Kurven,

zu denen die Linien der Kipplast und der anfanglichen Lage des

Stabes die Asymptoten bilden,

Analytisch zeigen sich diese Verhiltnisse fdlgendermassen

Im idealen Fall sind die Bestimmungégleichungen fir die Greng-.
werte homogen in den Gréssen y,, @e U. 5. w., durch welche dje-

Grosse der Auslenkung gemessen wird. Sie werden also fir all
beliebigen Werte von 7 erfiillt, wenn o> %o W s. w. samtlich gleich
Null gesetzt werden. Ausserdem werden sie. fiir alle Werte von
¥ u.os. w, erflllt, wenn # und damit auch 2 so gewidhlt wird
dass gerade die Vertriglichkeitsdeterminante der homogenen
Gleichungen verschwindet. Dieses 7 ist dann die 2Kipplast®, —
Kommen dagegen in den Gleichungen auch Glieder vor, die die
Grossen y,, @, u.s. w. nicht enthalten, so gibt die Auflssung fiir
jeden Wert von P und # bestimmte Werte VOl ¥, @, U s.
Nach bekannten Sitzen der Gleichungslehre steht aber im Nenn
der Auflésungen eben jene Vertriglichkeitsdeterminante, dur
deren Verschwinden bei der Kipplast eben jenes hyperbolisc
Anwachsen der Ausschlige zustande kommt,

Da ibrigens die Funktionen D, E, F u. 5. w., wie sc
erwdhnt, einen wellenférmigen Verlauf zeigen, so hat die V
tréglichkeitsbedingung im allgemeinen unendlich viele Wurzelf
von allen diesen ist der kleinste positive Wurzelwert von # dé
richtige, alle grésseren bezichen sich auf labile Gestalten.
elastischen Linie, von denen jede folgende immer einen Wen
punkt mehr hat.

Ich wende mich jetzt den speziellen Fillen zu.. Bei
grossen Anzahl verschiedener méglicher Belastungsfille, .die
gegeniiber der gewdhnlichen Biegung durch  die verschied
Arten des Lastangriffs und der Einspannung ausserordentlich’
mehrt wird, — lassen sich doch aus dem einfachen Fall
einseitig eingespannten Stabes mit einer Last am Ende ungt
ein Dutzend verschicdene Fille herleiten — ist es unméglic
hier zur Sprache zu ‘bringen. Es kénnen daher hier fur:
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pemerkenswerte Fille behandelt werden. An diesen Beispielen
wird sich ja immerhin zeigen, wie derartige Aufgaben anzugreifen
und durchzufithren sind. i

I. Belastung nur am Ende des St_a.bes.

1. Hierher gehort vor allem der eingangs erwihnte Belastungs-

bl Dieser ist zugleich der wichtigste fiir die Versuche, weil sich
¥ cerade diese Grenzbedingungen am leichtesten und sichersten ver-

wirklichen lassen. Zuerst sei der Fall betrachtet, bei dem alle
theoretischen Bedingungen zutreffen, Da die Kraft in
r Mitte des Stabquerschnitts angreifen soll, ist Yo =0 pyist =0,
Ha ein Moment, welches verkriimmend
en kénnte, im Anfangsquerschnitt

ht vorhanden ist. Die Einspannung

s andern Endes findet in der Rech-
hung ihren Ausdruck dadurch, dass

4,0 tberschritten hat. Die ge- ,
e Ausrechnung dieses Wertes, der hier dieselbe Bedeutung hat
er Faktor 2 in der Euler'schen Knickformel, den ich deshalb

logarithmisch kontrolliert habe, ergibt # — 4,0126. Nun ist

Fa® . . . .
u = W;I, hieraus ergibt sich die prplagt 21

40126 . —— |
- Py ——=—VBC AP € 15)
Zeiger 2 von B wurde fortgelassen, da eine Verwechslung
nicht méglich ist.)

ur Berechnung der elastischen Linie muss noch iiber 7, eine
e gemacht werden. Soll entsprechend der urspritnglichen
zung die X-Achse des Koordinatensystems der anfinglichen
Jtung parallel bleiben, so muss 7, = 0 werden (der Zeiger /
mer diejenigen Werte kennzeichnen, welche die betreffenden

Ur & =/ annehmen}; also: 0 = g -+ % E;; hiermit wird :

%_yéx+$-F=%%}(F';“Ef'x)' :
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Fiir # =/ hat die Kurve einen Wendepunkt, denn, wie aig
Gleichung (3b) Seite 19 hervorgeht, wird, wenn py = ( ist, immer
da, wo @ = 0 ist, auch " — 0. :

Far die Durchbiegung f, die, wie ans Abb. 5 ersichtlich,
mit y; identisch ist, wird nun erhalten: = g;—” (F;, — Ej;
berticksichtigt man noch, dass F/*= » )/ BC ist, und fithrt die
Zahlenwerte von #, F; und E, {(durch Interpolation zu finden) ein,

so erhilt man: :

—2222 +50181/C

: c
f:_w— —g-goﬂ-l:O,GQ'?l-.qJ{,]/:?—. (17

2, Der praktisch irorliegen'de, Fall, dass der Sta
beliebige kleine Verdrehungen und Verbiegungen schon vor de
Belastung besitzt, lisst sich mit den vorausgehenden Mitteln nich
allgemein behandeln. Es wird indes genligen, dreierlei spezielle
Unvollkommenheiten zu beschreiben, deren Behandlung sich aus

dem Vorhandenen in einfacher Weise ergibt, und dann aus den’§

Ergebnissen weitere Schliisse zu ziehen.

Durch die Annahme, dass »{ nicht gleich Null ist, sondern
irgend einen konstanten kleinen Wert hat, erteilt man dem Sta
sozusagen eine kleine anfingliche Kriimmung. Eine kleine anfin
liche Exzentrizitit der Last wird durch ein konstantes ¥y au
gedriickt.  Setzt man endlich g, nicht gleich Null, sondern glei
einer Konstanten, so bedeutet das, dass Kraftrichtung und gros:
Querschnittshauptachse von Anfang an einen kicinen Winkel mifs

. ' 8 -
Cor= Co — Cypo D + PldG -+ fi_ K, also

. :
w—5 (— % Catlx).

Aus der Gleichung geht hervor, dass man im allgem
fir jeden Wert von P ein bestimmtes @y, d. h. einen bestimmn)
Deformationszustand erhilt. Wird nun P = 7, so wird D
und daher g, — o0, bezw. so gross, dass die Annahme der kié
Ausschlige nicht mehr giltig ist. Bemerkenswert. ist dabe
der Verlauf der Werte von @, in der Nihe der Kipplast nu

unwesentlich davon abhingt, welcher von den drei Fehlereinfliissen
gerade vorherrscht (die Funktionen G und K haben bei # — 4,0126

¥ leine Singularititen). Durch einen Analogieschluss kommt man

§ - Ausschlige ganz unabhingig von der speziellen Art der Unregel-

missigkeiten auftritt.  Mit der Grdsse der Abweichungen hingen

man geradezu den Grenzwert des Produktes g, - D fiir die kritische
[ast beniitzen, der sich auch experimentell angenihert bestimmen
sse (ndmlich graphisch aus dem Verlauf der durch den Versuch
nittelten Hyperbel).
Ein anderer Umstand soll hier noch Erwihnung finden.
t man es nidmlich in der Hand, eine von den erwihnten drei
sen willkiirlich zu verdndern, so kann man es dahin bringen,
s der Klammerausdruck in Gleichung (18) fiir die Kipplast ver-
Windet; dann wird ¢, fir diese Last — ¢, wie im idealen
I; fir alle andern Werte von 2 hat aber @, irgend welche
mmte, im allgemeinen von Null verschiedene Werte. Dieser
[ kommt bei den Versuchen zur Anwendung; kann man beispiels-
se, wie dies bei meinen Versuchen der Fall war, durch Ver-
ehen der Klemmvorrichtung um eine horizontale Achse die
se ¢; nach Bediirfnis dndern, so kann man es erreichen, dass
yperbelkonstante, wenn auch nicht Null, so doch méglichst
wird, was fiir die genaue Bestimmung der Kipplast not-
ig wird, ' '
8. Anderer Natur als die bisher besprochenen Abweichungen,
an etwa als Abweichungen von der Ebene des biegenden
ents bezeichnen kénnte, sind die Abweichungen inner-
- der Ebene des biegenden Moments. Hierher
z. B. der Fall, dass die Kraft nicht im Querschnittsmittel-
angreift, sondern senkrecht darunter oder dariiber. Alle
hungen dieser Art bringen keine Verzerrung des theoretischen
ens hervor, wie die eben besprochenen, sondern sie wirken
d auf die Grésse der Kipplast ein. Solche Einfliisse
idaher bei den Versuchen entweder sorgfiltig vermieden
¢t in der Rechnung beriicksichtigt werden.
t, wie in Abb. 6, der Angriffspunkt der Last um @ {iber .
ichse, so wird fiir jeden Wert von g, zugleich ein y,,
Entfernung zwischen der Kraftrichtung und der Stabachse




" auftreten von ‘der Grésse y, — @ ¢g; fiir das eingespannte Ende

erhilt man die Beziehung ¢; = 0, wie frither,
0 == Cip,D + £ LG -

o

setzt man fiir y, seinen Wert und
ausserdem fiir J/ den Ausdruck

3—£VB_C_ so wird, da ¢, nun fort-

gelassen werden kann:

o/C s ue

Aus dieser Gleichung ist # durch Probieren zu finden. Durc
.positives @ wird # und damit 7 verkleinert; der Grenzwert fi
a = o ist # = 0; fiir negative 2 dagegen, also Angriff unterhal
der Stabachse, wird die Kipplast erhoht; der Grenzwert fi
4= — @ ergibt sich aus G = 0, es wird # = 5,56, .

Soll die hier abgeleitete Beziehung zur Korrektion vo

Versuchsergebnissen dienen, so handelt es sich ‘meist um .sehig

kleine Verhiltnisse %; dabei empfiehlt sich dann eine Nihrungs
formel, die nur die erste Potenz von i; beriicksichtigt. Se

ity
da’
Gleichung (19) nach @, wenn gleich # = #, und @ = 0 gesetzt

duu 'I/C % Gu 0. also dny _ uo G,
! I

man alse # — #, - & so ergibt die Differentiation
du

Nun ergibt die Zahlenrechnung fiir #, — 4,013, G‘l0 S 0 358
o = — 0,348, infolgedessen erhilt man:

# = 4,013 (1—103 ]/) und .damit

4 013

Man kann {brigens auch die Grdsse A7 ausrechm_e
-welche / vergréssert werden muss, damit die einfache Fol‘_m
dasselbe Py liefert.  Es wird

4
018y pe . 4013

b= Ay

Wie einfach aus dem binomischen Satze hervorgeht,
at man

Al = 0515 « g Zu setzemn. _ (21)
4. Achnlich, wie in Absatz 3, liegen die Verhiltnisse, wenn

je Kraft bei einer Auslenkung des Stabendes sich nicht selbst
arallel bleibt, sondern gegen einen bestimmten Punkt
in konvergiert, Dies ist beispielsweise der Fall, wenn die
elastung des Stabes nicht durch Gewichte in einer freischwebenden
Naagschale erfolgt, sondern
uroh den Zug einer Schnur
vorgerufen wird, wie in
Abh. 7 dargestellt ist.

h den urspriinglichen
tsetzungen muss hier die
Achse .des Koordinaten-
tems mit der Richtung
Schnur zusammenfallen.

fehr — 0 gesetzt werden,

ehr ist, wie aus der

ding hervorgeht, ¢; — — 2L o setzen, wenn mit ¢ die Ent-
¢

;i'-de'rn ist ¥, —0 wegen des - zentrischen Kraftangriffs und
0 wegen der Einspannung. Aus der letzten Bedingung
= CpyE + F%;; die erste Beziehung gibt dann

C(po

gt = 0o, D + B (F—E) oder

%u-DJr]/g(F'—E)zo. (22)

us der Formel ist folgendes zu entnehmen : Ist — =T
t bleibt sich parallel), so wird D — 0 und # = 4,0126.

die Schnur immer kiirzer und kiirzer, verkleinert .also %
hr und mehr, so wird die Bewegﬁngsfreiheit des Stabendes
shr beschrankt, die kritische Last nimmt zu. Nihert sich ;
Null so wird in der Grenze F — E =0 oder # =.6,97.

3%
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In der folgenden Tabelle sind einige ‘Werte zusammengestellt
welche ich berechnet habe. ‘ '

el/ B '
TT -]

u = | 4,01 4,88}5,49 6,97

Liegt der Konvergenzpunkt oberhalb des Stabes, was z, B
dadurch zu erreichen ist, dass man mittelst eines an den Enden
gelenkig verbundenen Stabes auf den Versuchstab driickt,-so wird
dadurch die Konstruktion geschwacht, und zwar umsomehr, j
kisrzer der Druckstab im Vergleich zum Versuchstab ist. Die
folgende Tabelle gibt diese Verhiltnisse in Zahlen wieder. i

f—-I/:%;: —o|-—2]-—1 —

u = | 401|302 223|136

Der in der letzten Spalte stehende Wert bedarf noch ef
niheren Aufklirung. Ich habe nicht O geschrieben, sondern —
was eine sehr kleine negative Grosse bedeuten soll.  Fiir den)

Wert %: 0 wurde oben schon gefunden # = 6,97. Beim Ueb

gang von positiven zu negativen Werten findet daher ein Spri
im Werte der Kipplast statt, Um klarer zu schen, seien

Werte von # als Ordinaten zu den Werten eines Winkels
als Abszissen auf-
getragen, der ducch
die Gleichung

e1/B

definiert ist (Abb. 8).

Bei ¢ = 7 wird
die “genannte Un-
stetigkeit  sichtbar.
Diese Unstetigkeit _
ist fibrigens nicht analytischer, sondern, wenn ich so sage¢
praktischer Natur. Sie ist eine einfache Folgerung d

erwihnten Satzes, dass fiir die kritische Last die kleinste

Abb. 8

Wurzel massgebend ist. Der erste Zweig der Kurve hat sehr
wohl eine stetige Fortsetzung, die aber, weil sie labilen Zustidnden
entspricht, fir uns praktisch nicht vorhanden ist.

5. Wenn das freie Ende des am andern Ende einge-
spanntern Stabes durch eine senkrechte Fihrung an
itlicher Bewegung gehindert ist, so tritt beim Aus- -
ppen eine horizontale Zwangskraft auf, welche sich mit der senk-
cht wirkenden Last zu einer schiefen Resultierenden zusammen-
tzen lasst. Man sieht, dass sich iiber ¢ zunichst keine bestimmien
aben machen lassen. Dagegen wird p;=— 0, 3, = 0 und y;=0;
¢ erste Bedingung liefert: ‘ ‘ '
gy = — Cp,E. die letztere
.. 0=Cyp (F—E);
Bedingung F—E = 0 ist
elbe, wie im vorigen Ab- 607
nitt die fiir ¢ — 0. Es ist also z — 6,97 und P— 5~ 1V BC.
Gestalt der Ausbiegung ist aus Abb. 9 ersichtlich.

.. 6. Eine Reihe von anderen Fillen lisst sich herleiten, wenn
. eine Ende nicht cingespannt, sondern um eine senkrechte
ﬁs_é drehbar ist, Wird das andere Ende senkrecht gefiibrt,
igt eine einfache Ueberlegung, dass dies nichts anderes ist,
er unter 1. beschriebene Fall; # ist also — 4,01. Wihrend
i 3. beschriebenen Verhiltnisse hier unverindert Anwendung
N ist es nicht ebenso mit den unter 4. genannten Einfliissen.
rd nimlich durch die Belastung mit einer Schnur die Grésse
pplast nicht geindert, da infolge der Art der Befestigung
m Stabe ecine seitfiche Kraft nicht aufgenommen werden
Aus diesem Grunde kommt auch bei allen hiehergehérigen
ein Schiefstellen der Z-Achse nicht vor, es ist also immer

rd nun dafiir gesorgt, dass der Anfangsquerschnitt immer
t gestellt bleibt, etwa durch eine Schiitzfiihrung, so wird

» aber wegen des auftretenden Torsionsmoments von
schieden. Die Bedingung

ert dann G = 0. Diesem

‘= 556, ein Wert,

schon als Grenzwert flr

n:3. vorkam (s. Abb. 10).
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7. Wird-das belastete Ende so gefithrt, dass esimmey .

in der Ebene des Hauptbiegungsmoments verbleibe

muss (was dadurch erreicht werden kann, .dass das Ende gy
einer kriftigen horizontalen Achse befestigt ist, dic sich Zwa
innerhalb der Hauptbiegungsebene beliebig verschieben kann, dabe
aber immer sich selbst parallel bleiben muss) so hat man, wenp

das andere Ende, wie bei 6., durch eine vertikale Achse gehalten 13

wird, folgendes: g ist, wie schon bemerkt, = 0; ausserdem ist
@0 = 0; 7, ist wegen des beim Auskippen auftretenden Torsionss
- moments nicht gleich Null, da- ‘

gegen ist, 'wenn. 5 =0 gesetzt

wird, y, = y:; wegen des ferner £

noch auftretenden Einspann- ‘

moments st (hier zam erstenmal von den behandelten Fille
»o von Null verschieden. Man erhilt also:

H—I =5 —=1)+ 5 2M

C s
7 =xG sk =

Diese beiden Gleichungen sind vertriglich, wenn
J—-—1K—G M=0 ist,

Um hieraus # zu ermitteln, wurde der Wert der linken S
fur drei Werte von # gerechnet, und zwar ergaben sich
# =17, 8 und 9 die Zahlen 0,0328, — 0,0176 und — 0,04
Hieraus erhielt ich durch graphische Interpolation die Wurzel # —

8. Fiigt man zu der in 7. beschriebenen Flbrung j
belasteten Endes noch- die Einklemmung des andengl
Endes hinzu, so bestehen jetzt die Zwangskrifte der Fiil
in einer seitlichen Kraft,
einem Torsionsmoment,
und  einem  seitlichen
Biegungsmoment, es ist
also (vergleiche -Seite 18) ‘ _
sowohl g, wie auch y, und p; von Null verschieden. Setz
Yo =0, so kann ﬁlan, wie sich leicht ergibt, folgende Bezieﬁu
finden: @, = g/; 2= g:; 5 = 0. :

Hieraus ergibt sich:

Cloe—p) = Cpo- D—1) 4 Byl- G | Py
By, Cpo- B + BiH 4 AL
Plyi—p)= Cpo- F + Bl (d - 1)+ A M
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Diese 3 Gleichungen sind mit einander vertriglich, wenn:
D-1 G K |
E H L | = o0.
. F J—-1 M | -
Die Ausrechnung, gefiihrt wie bef 7., ergab # —= 11,03,

Aus den letzteren Beispielen zeigt sich, wie durch’ jeden
weiteren Freiheitsgrad, der aufgehoben wird, immer wieder
die Grenzlast hinaufgeriickt wird. Aber, soviel man auch die

wegungsfreiheit des Stabes einschrinken mag, immer gibt es
eder eine Last, bei der von neuem Kipperscheinungen zutage
ten.

9. Von den Fillen des am LEnde belasteten Stabes bleibt
ch die Beanspruchung durch ein Moment zu erledigen.
id die Enden nur am Verdrehen gehindert, sonst aber frei, so

It in ihnen ¢ = 0, das Argument des Sinus in Gleichung (11)
fiuss also fiir die Linge / um » anwachsen; also wird .

L = oder
.Wﬁ

Sind die Enden cingeklemmt, so dass sie einander paralle]
en miissen, so tritt dann noch ein Einspannmoment hinzu,
ich mit dem Hauptmoment zu einem etwas schiefliegenden

renden Momente vereihigt, in dessen Ebene die XZ-Ebene
Koordinatensystems gelegt werden muss.

~ 2V EC. @3)

Aus der Bedingung, dass an den Enden sowohl ' wie @
rseits denselben Wert haben muss, ergibt sich hier

M @Vﬁ.

-II. Der 8tab mit einer Last in der Mitte.

foci den Fillen mit zwei und mehr Zweigen wird die Rech-
d sehr kompliziert; nur die Symmetrie kann noch’ eine
iche Behandlung ermdglichen. Hier lassen sich, wie im
bschnitt, der durchans nicht den Anspruch machen will,
nstand erschépft zu haben, geradesoviel Fille auffithren,

8 ich mich hier auf die beschrinken, die wichtige neue

se kennen lehyen,
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1. Der Stab. sei an beiden Enden gestiitzt und ausserdem

dafiir gesorgt, dass die Endquerschnitte jederzeit senk-
recht stehen. Der Koordinatenursprung ist gemiss den ur-
spriinglichen Festsetzungen an die P

Auflagerstelle zu verlegen. Die an T
den Enden auftretendén Torsions-
momente ergeben eine Verschiebung
der Auflagerkrifte P um g, (siehe
Abb. 13). Da die beiden so er-
haltenen Auflagerresultierenden  der
Kraft 27 in der Mitte Gleichgewicht "
halten miissen, so miissen sie mit
ihr in einer Ebene liegen; hieraus ergibt sich, dass y, gleiéh der
Durchbiegung in der Mitte f ist. Nun ist p;, (in der Mitte) — 0
wegen der Symmetrie. Ausserdem ist gemiss der obigen Be(':ling;:
ung @, = 0; wie aus der Grundrissfigur hervorgeht, ist nech y,,-

man hat also o b=— H
und 0=yl 4 pd = p{d—H).

Nach der Tafel wird J—H zu Null fiir 2 - 2,115, fir d
Last in der Mitte ergibt sich, wenn / die halbe Spannweite. bedeute

2P7423 .

Fir die Gleichung der elasttschen Linie findet man:

%
y=g (—Ha. 3+ J).
Die Verdrehung der Mitte ergibt sich zu

P
v G ——2.0,790. 2115]/B:-~167 ]/B .

2. Ist der Stab an beiden Enden durch star
horizontale Achsen gehalten, so dass y und ¢, daue
gleich Null sind, so hat man wegen des Einspannmoments. ]
die zu y; gehdrenden Funktionen mit zu beriicksichtigen, I
Mitte ist, wie im vorigen Fall »,, = 0 und #,, — 0. Letzteres li

Yo H - 95 121 = 0; letzteres dagegen:
Yod 4 #4542 M =0; hieraus die Vertriglichkeitsbedi
H-M—J-L=0o, ‘
welche durch graphische Interpolation liefert: # = 3,25
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3. Die Abweichungen nach Art der Nummer 3. im vorigen
bschnitt sind hier sehr mannigfaltfg, da nicht nur bei der
mittleren Kraft, sondern auch bei den Auflagerkriften eine Ver-
egung des Kraftangriffs ausgefithrt werden kann. Hier soll nur
er der Ziffer 4. entsprechende Kraftangriff besprochen - werden,
weil er ausser der dort behandelten Unstetigkeit noch eine zwe1te
on anderer Natur aufweist, i
_ Die Enden des Stabes i
ien befestigt wie in 1, die 7
Craft in der Mitte ausgeiibt %
nrch eine Schnur von der
nge e. Wie vorher ist wieder
=0, 3. = 0; @ muss hier

: % gesetzt werden. Diese Gleich- Abb, 1

en, wie frither verwertet, liefern
C P '
]/J—S;(E—F)Amzu(HwJ)O. .

Fiir sehr grosse Werte von ¢ ndhert sich # dem Werte 2,115,
“sehr kleine dem Wert 6,97, Hier ist indessen zu beachten,
s-ausser dieser Gestalt, die symmetrisch beziiglich der mittel-
krechten Ebene des Stabes ist,

eine zweite existiert, die Punkt-

imetrie aufweist (Abb. 15). Diese
teht aus zwei Zweigen, von denen

mit dem unter I, 6 aufgefiibrien Abb 15
sich deckt # ist hier = 5,56, Diesem # entspricht in der

(25) - =0 186]/ . Nach dem Satz von def_l;leinsten
n Wurze[ ergibt sich also: Solange > 0, 186]/ ist, hat
el (25) Geltung, # schwankt zw:schen 2,115 und 5,56, die
trie ist eine Ebenensymmetrie; ist dagegen < 0,186 g,

nveranderhch = 5,56, und die. Symrnetne ist eine Punkt-

wenn endhch —=0 186]/ ist, so konnen Je nach

eiten beide Symmetuearten entstehen.
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III. Allgemeiner Fall des Stabes mit mehreren Zweigen.

- Von vornherein sei gegeben die ganze Konfiguration des
Stabes und die Verhiltnisse der Einzellasten.” Dann ist es méglich,
fiir jeden Zweig die resultierende Schubkraft sowohl der Lage nach,
als auch im Verhaltnis
zu den  gegebenen
Lasten zu ermitteln.
Am einfachsten ge- !
schieht dies mit Hilfe
eines Seilpblygons, bei
dem der Schnittpunkt
der betreffenden Seil-
seite mit der Schlusslinie sofort die Lage der Schubkraft }7 an-
gibt; deren Grosse ergibt sich aus dem Kréifteplan. :

Fiir das Biegungsmoment an der Stelle 7 ergibt sich aus
Zweig 1: My, = V- a; aus Zweig 2: M, = V,5; infolgedessen
erhilt man fiir #,» (Parameter des ersten Feldes an der Stelle von Py,

Via*  Msa .
= VED = V—B—C; ebenso fiir #yp: #yp — VBT = VB ;
also hat man die Proportion #,p: #yp = a:8, ‘
ebenso ist Uy Hgp= C€:d;
ausserdem findet man g © Uap — CB1 0P
hiemit lassen sich wie folgt, alle. # durch #., ausdriicken :

' Hoo Wp= 7 b '
und ' Hap @ yp — Cd 1 ab.

Nach diesen Vorarbeiten kann man an dic Berechnung d
Kipperscheinung gehen. Fiir jeden Zweig hat man die Werte
@0, ¥ und % zu ermitteln, Ausserdem sind noch Grissen n
welche die gegenseitige Lage der Koordinatensysteme der einze
Zweige feststellen; letzteres " kann dadurch erreicht wef
dass man alle Koordinatensysteme auf das eines bestim
Zweiges, etwa des ersten bezieht. Die Z-Koordinaten wul
bisher immer vernachlissigt; dasselbe kann mit gleichem Re
auch hier geschehen; die A-Koordinaten sind schon durc
Vorausgehende bestimmt. Es ist daher nur mehr anzugebe
Y-Koordinate des betr. Koordinaten-Ursprungs fiir das B
koordinatensystem, V', der Winkel der beiden Z-Achsen, @ i
der Winkel zwischen belden X-Achsen, Y5 Da iibrigens i
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die einzelnen Zweige seiterzeit unbestimmt blieb, kann man hier
auch alle ¥ — O setzen und die notige Verdrehung des betreffenden
Kurvenstiicks dutrch sein y; ausdriicken. ‘

Fiir #-Zweige hat man nach dem Vorausgehenden 3n
charakteristische Grossen (g, etc) und 3 (z—1 ) Beziehungen

_gwischen den Koordinatensystemien, zusammen also 6 #—3 Grissen
21 bestimmen Zur Bestimmung dieser Gréssen stehen 6#—3
‘Gleichungen zur Verfiigung : Fiir jeden Zweig hat man 3 Aussagen,
_die im Prinzip drei Gleichgewichtsbedingungen darstellen, nimlich

ine Komponentengleichung fiir die seitlichen Krifte (¢,), eine
omentengleichung fiir die Torsionsmomente (#) und eine fir
ie seitlichen Blegungsmomente (7). Fir die Zweige an den
'nden des Stabes erscheinen freilich diese Aussagen meist in
nderer Form, indem es hier méglich ist, anstatt der Zwangskrifte
{eich ihre Wirkungen (die oben in Klammern beigefiigt sind),
n die Formeln einzufiihren.

7Zu diesen 3#2 Gleichungen kommen noch 3(z—1) Ueber-
ngsbedingungen, die dafiir zu sorgen haben, dass an den Grenzen

flic Werte von », 7 und g, auf das gemeinsame Hauptkoordinaten-

tem bezogen, stetig ineinander iibergehen.

~ Tm idealen Fall sind auch hier wieder die rechten Seiten der
Gle1chungen — 0; die Vertriglichkeitsdeterminante ergibt im
sammenhang mit den oben angeschriebenen Verhiltnissen der #
flas Mittel zur Bestimmung der kritischen Belastung. Sind dagegen
Pibweichungen vorhanden, so ergibt sich fir jede Belastung eine
mmte elastische Linie, die dann fiir die kritische Belastung -
ndlichen Ausbiegungen fiihrt.

‘ Ursprij.nglich hatte ich vor, auch hier einige Beispiele zu
gen, aber wegen des Umfanges der Schrift, der grosser aus-
als ich erwartete, muss ich darauf verzichten.

Noch ein Wort iiber statischunbestimmteBelastung,
solche Belastung, bei der die Hauptbiegungsmomente nur
Berucks1cht1gung der elastischen Forminderung ermittelt
gicn kénnen. Tch habe alle derartigen Fille in den’ Beispielen
c¢h vermieden. Da n#mlich wihrend des Auskippens auch
oordinate der elastischen Linie sich #ndert, so steht zu

n;, dass dadurch auch das statisch unbestimmte Moment

t wird, Fiir den idealen Fall freilich kann sich die Kipp-
urch nicht indern, da bis zu dieser Last », ¢ u. 8 W.
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ibethaupt gleich Null sind. Fiir den praktischen Fall dagegen,
ist es bei den unvermeidlichen Abweichungen sehr wohl denkbar,
dass der Einfluss des y und ¢ auf die Durchbiegung in der
- Z-Richtung, der in y und ¢ von der zweiten Ordnung ist, gegen-
itber 2 nicht vernachlidssigt werden darf, besonders wenn z wegen
eines sehr grossen B, schr klein ausfillt. Jedenfalls tniissten, ym

diese Frage zu entscheiden, diese Grossen zweiter Ordnung
Berticksichtigung finden. Da die Frage jedoch anscheinend eine

praktische Bedeutung nicht besitzt und jedenfalls sehr langwierige

Rechnungen im Gefolge hitte, habe ich mich niher damit nicht -

beschaftigt.

IT. Abschnitt.

pezielle Verbesserungen u. Erweiterungen
| der Theorie.

— e me

Im bisherigen wurde die allgemeine Theorie der Kipp-
rscheinungen in allen ihren hauptsichlichsten Ziigen zur-Darstellung
ebracht. Im folgenden soll wiederumn auf den einfachen Fall

§ uriickgegriffen werden, bei dem ein Ende eingespannt und das

fidere frei ist, und speziell fiir diesen Fall sollen die Wirkungén
ner Rethe von Einflissen (Eigengewicht, Hauptbiegung und
éhiéfstellung des Stabes) studiert werden, deren Kenntnis teils

ir die Beurteilung der Versuchsergebnisse von Wichtigkeit, teils

lich sonst von Interesse ist.

A. Einfluss des Eigengewichtes.

In allen bisherigen Rechnungen wurde das Eigengewicht der
be vernachlissigt. Jetzt soll, wenigstens fiir den an einem
e eingespannten Stab, der FEinfluss desselben festgestellt
_ Die Annahme, dass die Ausschlige klein sind, muss
itlich auch hier festgehalten werden. _

Zunichst handelt es sich jetzt darum, an Stelle der

ungen (3a) und (4) die den hier gestellten Forderungen

echenden zu setzen. Da der Stab, wie immer vorausgesetzt,
atisch ist, ist das Eigengewicht gleichmassig auf die Linge

t-und zwar soll die Lingeneinheit des Stabes das Gewicht g

dient man sich desselben Koordinatensystems wie in
tt I, so wird der von der am Stabende konzentrierten
Mmmende Teil des Biegungsmoments gleich £ x, der vom
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Eigengewicht herriihrende ist gleich der Kraft 2% mal dem

Hebelarm des Schwerpunktes g, also = p 5 Die erweiterte

Gleichung (3) lautet infolgedessen :
px*
By = © (P:r + 5 )

Nun das Torsionsmoment :
Der von P stammende Anteil ist
wie frither — P{y — xy'). Das.
Torsionsmoment des Figenge-
wichtes ist dargestellt durch das
Produkt aus dem Gewichte g
des’ Stiickes links von dem
betreffenden  Querschnitt und
dem Abstande des Schwerpunktes
dieses Stilickes von der Tangente
an die Stabachse im Punkte z,y.

Dieser Abstand ist gemiss' Abb, 17 — y — y 2

=y — _1!5 — —fxydx (Dieser letatere Wert wird durch Ver
einfachung gewonnen aus f yds = qyfds)

Das Torsionsmoment kann nun angeschrieben werden :
Ply — ay) + p(wy — —y — fydx)

Hlemlt erhdlt man statt Gleichung (4):

2
Cp' = Play' — ) + 2 (_foydx — &y +-j;—y

Durch Differenzieren nach # ergibt sich hieraus:
e L "P’g "
Fithrt man hier noch den Wert von 7' aus Gleichu_ng__
ein, so gelangt man zur Differentialgleichung des Problems :
BCy" — — (Px + jpa*fg.

Die hier zum Quadrat erhobene Grdsse ist nichts a
als das Biegungsmoment an der Stelle x, wie aus der Abl
von Gleichung (26) ersichtlich ist; bezeichnet man dieses Big
moment mit 47, so kann man schreiben

BgC(p” = - M2¢ 3

" eine Gleichung, die dusserliech mit Gleichung (6b) iibéreinstimmt;

shrend indes dort M konstant ist, ist es hier eine Funktion ven .z,
Nun lisst sich zeigen, dass die Gleichung (29a) auch dann
och Giltigkeit hat, wenn die Belastung pro Lingeneinheit p eine
anz willklirliche Funktion von # ist; Bedingung ist dabei nur,
gs wie bisher der Stabquerschnitt konstant sei, ferner, dass die
gifte samtlich in der Stabachse angreifen und unter sich
arallel sind. g
- Wegen dieser umfassenden Bedeutung kénnte man Gleich-
ng (29) geradezu als die Grundgleichung der Kipp-
rscheinungen bezeichnen, da die bisherigen Fille simtlich
5 ihr enthalten sind. Leider ist es mir, da ich diese Beziehung
rst wihrend der Ausarbeitung der Reinschrift auffand, nicht mehr
. glich, sie an die Stelle zu rlicken, wohin sie wegen ihrer Be-
eutung gehort. An den Ergebnissen der Arbeit freilich #ndert
neue Beziehung nichts, da sich bei weniger einfachen Funktionen
M die Rechnungsschwierigkeiten so sehr mehren, dass eine
rbeitung bald aussichtslos wird. — Ich bin noch den Beweis
uldig fiir die Behauptung der allgemeinen Giltigkeit von
ichung (29a). Man kann verfahren wie oben. Zunichst ergibt
Bich aus Gleichung (3): By — —- Mp. In dem Ausdruck fiir
' Torsionsmoment muss, wenn p eine beliebige Funktion ist,
it px fpdx eingefithrt werden; der Schwerpunktsabstand von

x fx pdx
Y-Achse ist nicht mehr 5 sondern £ =
[ pdz Jpax

y = ; flihrt man in dem Ausdrucke
fpdx '

, der von

'(y — (g —§) ¥y — 77), der das Torsionsmoment -darstellt,
rossen ein und differenziert, so vereinfacht sich das Ex-
” d. d. Beachtet man, dass am
zu)y fxpxm—xfpx) eachtet ma a P_dxg
he Foppl, Festigkeitslehre S. 241), so -ergibt d1eser‘Aus— :
‘der nach dem fritheren auch — — Co” ist, den Wert
aiy dM
de dx —xﬁ) oder nach einer partiellen Integration
"M, was mit der obenstehenden Glelchung kombiniert
ichung 29a liefert.

allgemeinsten Falle ist auch noch in der XY-Ebené eine
; vorhanden, welche ein Biegungsmoment 24, liefert -~
r mit M bezeichnete Moment in der AZ-Ebene mdoge
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jetzt M, heissen —, ausserdem sei durch beliebig excentrischen

Angriff der Krifte ein Torsionsmoment M ausser dem erst wihrend
des Kippens entstchenden vorhanden. TLisst man endlich auch
die Bedingung des konstanten Querschnitts fallen, so dass also
nicht nur M, M, und M, sondern auch 5, By und C beliebige
Funktionen von # sind, so erhdlt man auf dem gleichen” Weg
wie oben die Gleichungen -Byyy — — Myp — M, und ‘
Cp' —— (Ml' (—=xy')+ fM"xdx — J"MY'_;/ dx) + My
letztere Gleichung liefert durch Differenzieren:
CQD” + Cr(p’ :_j'/”M+ Mé-
Durch Kombination mit der ersten Gleichung ergibt sic

hieraus die allgemeinste Differentialgleichung der Kipp
erscheinungen, wie folgt: ,

B, (Co" - C'¢ — My) + Mg + MMy =0,

Zu dem speziellen Problem zurfickkehrend schreibe ic
Gleichung (29) in etwas verinderter Form nochmal an: I
. 2,.4
- Byl = — (P%:E A~ Fpx® 4+ = ) P

. 4

Entwickelt man die Losung in eine Potenzreihe, so ergib
sich fitr die Koefficienten die Rekursionsformel:
PzAu-el + PﬁAal-f;_’l_?Ii'pg-sz-B

n (n—1) BC

Die Losung der Gleichung (29) muss zwei willkirli
Konstanten haben, Als diese kénnen 4, und 4, angesehen werd
Setzt man nun gemdiss den speziellen Voraussetzungen des Problg
9, — 0, so ist aus Gleichung (27) ersichtlich, dass auch gp =03
muss ; also ist 4; = 0 und nur 4, =¢, noch vorhanden:

Ist der Stab ganz allein der Einwirkung seines E:’i
gewichtes oder einer anderweitig gleichférmig verteilten Belast!
unterworfen, so ist in den Formeln /= 0 zu setzen. Gleichung
reduziert sich dann zu ‘

' 2
224, KA. wenn Lﬁ = K geset

T In(m—1)BC  n(r—1) 4BC

hiemit wird

-An: -

A#z =

(K aPR wE
[ w(l— 65t 1165 181712 116

Diese spezielle Lasung fiix £==0 ist wieder eine Besselsche

' Funktion, und zwar ist die in der Klammer befindliche Reihe

dentisch mit

YEF ryvey Ve

- Ist das befestigte Ende des Stabes so eingeépannt, dass die grosse
Querschnittshauptaéhse in die Richtung der Schwerkraft zu liegen

ommt, so ist hier (far x =7) ¢ =0 zu setzen. Bezeichnet man
652 :

BT . . 6 — __ZL . . . . _ P
ch die Grosse {80 TBC welche d1mens1onslq:§ ist, mit kel

hat man:
. o w? w3
=1-— 6-5+ 12-11-6 5 - 18-17-12.11-6-5"1“

e kleinste Wurzel dieser Gleichung ist w = 41,3.

. Die Linge also, bei welcher ein Stab von gegebeném Profil
: 642

Pch sein Bigengewicht umkippt, ergibt sich aus 41-—B£C' = 413

6 o —
1 =235 1/ 2¢ @3

»* :
. Die zweite Aufgabe, die hier gelost werden soll, ist die,
bratuchbare Formel fiir den Einfluss des Eigengewichtes auf
Grosse der Kipplast zu gewinnen fiir den Fall, dass dieses
gewicht nur einen Bruchteil der beobachteten Last ausmacht:
hst muss die Reihe fiir ¢, die aus der Rekursionsformel (30)
geht, in eine fur diesen Zweck passende Form gebracht
f. Wie vorther, so muss auch hier fir # =/ ¢ =0

4Pt 1 2l PR

BC (Z-_3+P.5-4+ P2-6»5-4)
2 1 P $2712.19 :
(-8-7-4-3+P-9-5-4-3+P2-10-9-8-6-5 +oo

1. - 22101 }
f(12-11-8-7-4-3 +r@ERes 7543 T




Die Grisse p/ ist nichts anderes als das Gewicht & des
Stabes, Setzt man das Verhéltnis & : P =4, ferner noch wie
!4 2

BC

wie frither =n% so ergibt sich:
0=1— »* (0,08333 4- 0,05 ¢ 4+ 0,008333 %)
+ #* (0,0014881 - 0,001852 ¢ +

Diese Gleichung gestattet fiir beliebige Werte von ¢ das
zugehdtige - # zu finden. Ich habe die Rechnung durchgefuhrt
fir 6 = 0,05, 0,1, 0,2 und 0,3. Bei htheren Werten von !
konvergieren die gerechneten Werte nicht mehr geniigend, wesha
von einer Berechnung - der entsprechenden # Abstand genom
wurde. Das in den Formeln vorkommende P {die Last, we
zur Wirkung des Eigengewichtes noch hinzutreten muss, um d
Stab zum Kippen zu bringen) ist, wie der Fall gewdhnlich lieg
‘die gesuchte Grosse, es ist daher auch 6 = 6{» von VOlnhere
nicht bekannt. Ich fithre daher eine andere Grosse 6, = G/,

wobei £, die ohne Beriicksichtigung des Eigengewichtes sicly

ergebende Kipplast bedeutet. Da I 5= u:u, ist, ergibt sli}
G =0 o= § 2.
iy

In der fblgenden Tahelle sind die gerechneten Werte:
d, z und d; zusammengestellt: : -

6 =0 # = 4,013 | & = 0,00
0,05 3,955 0,049
0,1 3,90 0,097
0,2 3,795 0,189
03 | 3,695 0,276

Nun wurden die zugehdrigen Werte von # und d, als Or
und Abszissen auf Millimeterpapier aufgetragen. Die Zei
ergab, ddss die Punkte in dem berechneten Bereich s¢hr
auf einer Geraden 1i'ege'n, so genau, dass ich nicht entst
konnte, ob die Kurve konkav oder konvex gekritmmt ist.

Aus der Nelgung der Geraden ergab sich die Form
#=4013 — 1,15 §,.

S —

Fir die Kipplast ergibt sich hieraus:

1,15
4,013

6,)=F—0287G - = (32)

P—=F(1—

diese Gleichung gilt mit Sicherheit bis , ~ 0,3.

Dass sie auch dariiber hinaus nicht allzuviel falsch sein

‘gnn, zeigt noch folgendes: Lost man die fiir die alleinige Ein-

kung des Eigengewichtes gewonnene Formel nach p/ = G auf,

285 V' BC. Dem Werte P =0, der diesem
12,85

4,013
b kann also, wie sich hieraus ergibt, mehr als dreimal so viel

b, erglbt sich & =

1 entspricht, ist demnach d, = 3,20 zugeordnet. Der

fiagen, bevor er umkippt, wenn die Last gleichférmig iiber die

ze Linge verteilt ist, als wenn sie am Ende angreift.
Die Formel (32) gibt nun fiir. 6, = 3,2 P = 0,082 £ statt

2 (), also bei mehr als dem zehnfachen des berechneten Bermches=

“t ca. 8% Abweichung.
Schreibt man statt der Gleichung (32) die folgende:
;e
B
t der Punkt 7 = O richtig mit enthalten. Nach meiner

zung diirfte dann 7 in dem ganzen Bereiche nirgends mehr
n paar Prozente von dem berechneten Werte abweichen,

P—=P — 0287 G — 0,008 (32a)

B. Einfluss der Hauptbiegung.

isher wurde immer angenommen, dass die Biegungssteifigkeit
Richtung der grossen Querschnittshauptachse, B;, so gross
chtiber B,, dass die Biegung in der Z-Richtung sehr klein
nd so Keine merkliche Einwirkung auf die Grésse der
bervorbringt. Fiir die in der Technik geforderte Genauig-
le die einfache Formel immer ausreichen; da bei Stiben,
n B und B, nicht sehr verschieden sind, wenigstens
-technischen Konstruktionsmaterialien in Betracht kommen,
ftioch vor dem Kippen die zuldssigen Festigkeitsgrenzen.
n werden. Handelt es sich aber darum, die Versuchs-

mit denen der Rechnung zu Vergleichen, so darf man

€n erwarten, dass sic so genau als irgend méglich sind,
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Als Koordinatensystem sei wieder festgesetzt: Z-Achse

Richtung der Kraft, X-Achse senkrecht dazu parallel der urspriing-*

lichen Kraft-Stab- Ebene, ¥-Achse senkrecht zu den beiden ander

Fiir die Hauptb1egung vor dem Auskippen findet man nach‘:'

GleIChung (1) B, & = — Pr; hieraus
Pr?
55

z; ist dabei analog den {rliheren Bezeichnﬁngen die Neigun
der elastischen Linie im Anfangsquerschnitt. Die Gleichung (33
ist -natiirlich nur solange giltig, als die Grossen der zweites

.Z':za_

Ordnnng vernachlissigt werden konnen, Wegen der Grosse voﬁ'B -

ist dies Ubrigens praktisch immer der Fall.

Zerlegt man nun F in zwei Komponenten, wovon die ein
der Richtung der Tangente an den Punkt #, y, 2 der elastische;
Linie (sieche Abb. 18) parallel ist, die
andere dagegen in der dazu senk-
rechten Ebene liegt, so liefert die
erste Komponente, welche die Grésse
P2 hat, ein seitliches Biegungs-
moment £z (y — xy'). Die andere
Komponente, die unter Vernach-
lassigung der kleinen Grossen zweiter
Ordnung gleich F ist, trigt zur seit-
lichen Kriimmung nach Gleichung (3)

2 i Abb, 18
B Z (hier

muss auf diesen ausfithrlicheren Ausdruck zurlickgegriffen wer
w bedeutet den Winkel zwischen der grossen Quersch
hauptachse im Punkte x, g, 2 und der letzteren Komponente v
Unter Vernachlissigung der zweiten Ordnung kann dieser
gleich der Differenz zwischen dem Winkel ¢ und dem’
gesetzt werden, den die genannte Komponente mit der XZ
bildet; dieser ist aber, wie aus der Figur zu entnehmen ist,,

Nun wird also:

yr:: Pz (j/—ib’_jl) —]:IL‘BB BB ((P ——-.3'}/')?

bel: = — Py

zB

. . .
oder wenn man 5 2 als klein von der zweiten Ordnung.
1

14

-’V:.._.._

. — B3 —

Dieses Ergebnis -hitte man auch sofort ~erhalten. kdnnen,

v;rerm man P nicht wie angegeben, sondern in der XZ-Ebene

'rlegt hitte. Aber es wire dann nicht von' vornherein . klar

| gewesel, ob nicht dabei eine unzuldssige Vernachlasmgung unter—\ _

Nun wird der Wert von £ aus (33) e1nget1agen man erhalt
P P2t P-(B,— By o
o Y e e Y x
57T TRET T T BB
Bezeichnet man jetzt zur Abkiiczung die Konstanten

Pz, F? Nis (-31 By)
e a—— d. = N,
By = 25,5y S ‘ CBle -

erhilt die Gleichung folgende Gestalt:

¢ Cen

= Ly — Mrx%y — Ni—:,qu. - (34)

“Zu dieser Gleichung tritt hinzu die Gleic_huﬁg (4}, welche
randert Geltung hat:

L Cp— Ply—9.
Hier ist die Auflosung nach y die einfachere. Zu diesemny
ck wird Gleichung (34) cinmal differenziert. Man erhilt:

' NC ‘
Y=Ly — M + 27p) — — (#¢'— @)

Trigt-man noch die Werte von ¢ und ¢’ aus Gleichung (34)
}'ein, so ergibt sich nach Ordnung der Glieder die Differential-

: ung des Problems :
1= Ly ) + M+ a9) + Ny ) =0, (39
r die Auflosung dieser Gleichung durch Potenzreihen findet

L . .
fileraus die Rekursionsformel :.

1

%-1) (7~ ((n=3) L Apyozy — (#-3) M Apygy — (n-5) N Ay.g)).
h hier sei gleich vén.Anfang an y, — 0 gesetzt; dann
- ¥5 = 0 gesetzt werden, wie aus Gleichung (34) hervor-
- willkiirliche Konstanten sind .jetzt noch vorhanden (wie
durch Einsetzen fiberzeugen kann):

=4, und py" =6 4.
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. Schon weil Gleichung (33) nur bis auf dic erste Ordnug
richtig ist, kann es sich hier nur darum handeln, den EinﬂuSg
erster Ordnung festzustellen, der von der Hauptkrﬁmmung aus:
geiibt wird. Deshalb werden in den folgenden Potenzreihen die
Grossen L und M, die gegeniiber N von der Grossenordnung deg

! H : . . . . .
#' sind, immer vernachlassigt, wenn sie quadratisch oder in héhereq

Potenzen vorkommen. Mit dieser Vereinfachung erhilt man .

JV“N .xIBNB‘ ;
9-8~6-5_'13-12-10-9-6-5+"'3
TN s ’ :
3.2 7?6-4-3-+ 11-10-8-7-4.3

, . %8
y=u %+ M(‘—m—{—

5 ]
) x 19 29V 1942 #1832
+ (5-4-3.2 9-8-7-6-5-4-3—{“15414-12-11'8-7?47_{

T x2 N 272 #1512

W6 3.2 +11-8-7-6-3-2"15714-12-11-10-8-7-6-4--5

Hiferaus ist ' und dann @ zu rechnen, letzteres mit Hil
von Gleichung (4). — Setzt man voriibergehend y — A, 2. &
wird hienach ’
n—1

L' =Pn—1) 4, x* und Cp— P
#+1

Auxn—l—i '

410

G
Ml— % R
( 6-5+ 16-9.6-5

Setzt man die so erhaltenen Werte in Gleichung {
so tritt ldentitit ein, wenn noch dic Beziehung besteht:

Iy r C
¥y =LA B N=0.

Die Grenzbedingungen bestehen darin, dass fiir & -
¥ zu Null werden miissen. o

Zur einfacheren Berechnung der Reihen sei die Gt
die frither mit #? bezeichnet wurde, jetzt mit = bezeichi

N
ann wird B P 0=

NC e 2w .owt . owd L.
P'(P"+y°ZQM(“6-5 + 5665 141310065 )
' w w , w? . ‘t, ________ .
+y°{(4-3_8-7'4'3+12-11-8-7-4-3 , )

w 19 w?
-+L12(6.5.3.—§— 10:9:7:6-5-4-3 +

M 2w ® 10 w? T }
+x(—Fg7ss T i s 632 | )

. Cw w2 w8 )
_J"ﬂ:’gﬁ’ﬁN+”J”"M(*Z+8.6-5‘12-10-9-6-5+ )

70 w? w?
—+ 7% {(‘2#6-4-3_‘—10-8-7-4-3-‘_‘ )

w 19 7?2
+ L (3 §76543 T

M 20* wd . }
+ﬁ('—6-3-2+8-7-6-3'2“ """ )

_Fithrt man jetzt, wie frither, fiir ‘die Reihen Buchstaben-
ichnungen ein, die wieder durch Groteskschrift kenntlich
acht sind, so erhilt man fiir die aufgefiihrten Gleichungen
nde Form:

NC o M
0= gyt 3 22M-F 57 (G L H 4 Jd)

0=y, (N +M-Q) + 7% (R+Lzzs+%'r)

rgibt sich
‘ M
¥ 1® (MF + ZL—Z) 4+ (G4 LI°H + J_V‘J—l)

ese Gleichung muss mit der zweiten der obigen vertriglich
0 muss sein:

) (R+ LS4 3T —(+ M Q) (@4 LPH+ =)
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Durch Ausmultiplizieren und Fortlassen der Glieder it L2,
LM und M? erhilt man unter Berucksmhhgung, dass J*N — o ist,

PLR—wH) + M FR—Q @—D—d)~w@—1) (7,

Da es sich nur um die Korrektlonen der ersten Ordnung

dw dzw
handelt kann hier w=w, + L “ + M W gesetzt werden

wy = 4,01262 = 16,101 ist der Wert den w fiir L =0 und M —q
annimint, eben der Wert nach der einfachen Formel (16).

Differenziert man jetzt Gleichung (37) nach Z und Ias
glelch alle Glieder mit L und M fort, so wird

Zg(R—wH)=€%(w(G. 1))dL,

dw zz(R--wH)'

h'elalls IH 1 . J—
1 Ig .

a
dw(
@_‘ li(FR Q(G—l»—d)
@ (wG)—-l

ebenso wird :

Nun ist w = 16,1, F berechnet sich zu — 0,449, G —1 i
gerade das Negative der im ersten Abschnitt mit. D bezeichn
Funktion, es ist also hier — 0, weshalb sein Faktor Q nicht"
gerechnet zu werden braucht; J ist — 0,627; H = 0,0698,
wH = 1,125; R ist das Negatlve des fruheren E, es. 3

hier =— 5020, endlich ist (w G) —1=

3 w? 4 zp3

_1_1_2_%" .
T FI T T4 T E s 43

Mit diesen Zahlen wird nun

dw dw : '
L 3 : . 4.
27 5,58 % und 7 2,33 74,

hiemit wird @ — 16,10 — 2,33 M+ + 5,88 142
P2 (B, — Bg) P2

1610 — 2,33 .—

d
oder CF, 5, 3F7,

w— BT —

Bezeichnet man nunmehr die Neigung des éingespannten

Querschnitts (nach aufwirts positiv) mit e, so wird, da nach

U

Gleichung (33) ¢ = — &j = — 2 |- —— 5 st

s — Bg)_ P . TP
A 16,10 4 325 —— — 5358 @ -,

2B, B, ’ B,
Da die Entwicklung nur die Gréssen erster Ordnung be-

ﬁcksxchtlgt kann in den Komektmnsghedern fiir 7 jetzt auch

4013 Nun kann die Gleichung

jéch F aufgelost werden, Zieht man noch auf der rechten Seite
jie. Wurzel nach dem binomischen Satze aus, so wird die End-

ormel erhalten :
a5 0 813 + — 0,696 a]/—) 38)

Bei den Versuchen kann man ¢ so wé’zhlen dass die beiden
ten Glieder sich wegheben, so dass also £ gerade der Formel
40126 1/ 5B, C
2 By, - b?

Nach einer einfachen Rechnung, die ich hier aber der Kiirze

entspricht.

B her iibergehe, ist dies der Fall, wenn bei 0,877 der Kipplast die

ing des Endes gerade so gross wird, dass Anfang und Ende
tabes sich in gleicher Hohe befinden. :

Als Anhang an d1e vorausgehcnde Abhandlong schliesst sich
nd eine

-Berechnung der Formeln fiir den Bechtequuerschnitt

Der Rechteckquerschnitt ist nidmlich von den Querschnitten
ehr verschiedenem By und B, der einzige, der praktisch in
kommt und fir den gleichzeitig auch Formeln iiber
und ' vorliegen. Die zu findenden Formeln sollen dazu
tir einen Stab von bekannten Dimensionen und Elastizitits-
ten die Kipplast ohne weiteres zu berechnen.
die Hohe und 4 die Breite des Rechtecks, ferner Z
'sche Elastizititsmodul, 7. der Schubmodul und # die
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Poisson'sche Konstante (Verhiltnis der Langendehnung zur Quey-
verkiirzung beim Zug), so ist bekanntlich
EB3%
12 7

C wird nach der Formel von de Saint-Venant )

und B, =

/.
w0 L4 ((2%—}—1)% .
0 (2n4-1)

Wenn % einigermassen gross gegen & ist, dann ist jed'
dieser g (hyperbolische Tangente) gleich der Einheit (der Fehle
betrigt bei 4 = 34 nicht ganz 2%, bei £ == 5b schon wenige
als 1%0). Dann wird -

gy 1
N PR

oder nach Ausrechnung der Zahlenwerte :

E 64
= FH (= — °
€ B (5 — 73

R | B
(,—:_—E;Fé% (1—0,63024/;).

Der Ausdruck V' A,C kann somit geschrieben werden:
B3R/ F
6 E

oder da nach einer bekannten Formel ) OF =

VB,C — (1— o063 %),
m K

20t 1)

ist

FHb3k 2m

VBC — 12 - 1

(1 - 0,63 %)

. A "2 m ‘ b
Die Grosse z wird = ]/ 1 (1 — 0,63;). -

Nun witd fiir den einfachen Fall, da.;;s das eine End
Stabes eingespannt, das andete, belastete frei ist, genau bi
Gréssen erster Ordnung (g) ' '

401 Eb34% 2u
2 12 m1

b
(1—0637),

* Love I, Seite 168.
#¥) Foppl, Festigkeitslehre Seite 62,

—_— 59 —

oder, wenn, wie gewdhnlich angenommen, 7 = 3] gesetzt wird:

Eb%k b '
P=0415 —5~ (1 — 0315 }—Z) (39)

b s
Will man die zweite Potenz von 7 noch beriicksichtigen, so

: L . pe:
ergibt sich unter Beachtung, dass V1i—z <1 — 22—-%——

ist, aus Formel (38):

Eby/2m j, . ]
P=0,3344 = ]/m+111—0,31_51k-|—

2w\ b2 2w (39)
(0,421 +- 0,813 ﬂ"i) (Z) — 0,696 « ]/Wi"f' _

Bezeichnet y das Gewicht der Volumeinheit (speziﬁscﬁes
icht), so ist das Gewicht G = y: #4/; aus der obigen gerechneten
st findet sich dann die beobachtete:

Py =P, — 0,287 G.

¥ Fur die Linge des Stabes, der durch sein Eigengewicht um-
iibpt, ergibt sich fiach Formel (31)

3 .
I=1,025 ]/E_b_ Y 2m b
7 | (1 0,63})

- (40

3 .
Ehe 2 m &
= 1,025 ]/_; . i
” 1(1 0,03 /z)

‘Eine Frage soll hier noch kurz Erledigung finden: Wie lang

»der Stab- sein, damit das Kippen eintritt, bevor eine be-
¢ maximale Spannung ¢ auftritt? Es ist '
60 ob it Ebéh

b
777 Also P=—p = 0415=7— (10,315 Z)’

findet sich /= 249 i—é: (1—0,315 %) (41
edeutet ¢ die Bruchspannung oder Fliessspannung, so wird
erer Linge, als die Formel ergibt, noch vor dem Kippen
h (bei sprodem Material) resp. dauernde Verbiegung (bei
aterfal) auftreten. Ist / nicht sehr viel grosser. als der
¢rt, so wird wihrend des Auskippens auch die Zerstorung
da durch die im gefahtlichen Querschnitt hinzukommende
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Torsion die Spannungen erhoht werden. Erst wenn 7 um ein
gutes grésser genommen wird, ist es méglich, die rein elastischen

Erscheinungen zu beobachten, deren Theorie hier gegeben wurde,

C. Zusammenhang der Kipperscheinungen mit der gewdhnlichen
Knickung. :

In diesem letzten Abschnitt des theoretischen Teiles sei ‘eg
mir gestattet, noch einen Fall aufzuflibren, der ein Mitte]ding
zwischen Kippen und Knicken darstelit und so einen

Uebergang von der einen Erscheinung in die andere darbietet.:
Wenn die Kraft immer in der senkrechten Richtung wirkt,, also.
etwa eine Schwetkraft ist, so muss der zu knickende Stab senke:

recht, der andere aber wagrecht aufgestellt werden. Wird er nu
aber schief aufgestellt, so beansprucht ihn eine Komponente de
Kraft auf Knicken, die andere auf Kippen. ‘

Die Rechnung hat hier sehr viel
Aehnlichkeit mit der der vorhergehenden
Abhandlung, Auf die Durchbiegung in
der 'Richtung von P (siche Abb. 19) soll
hier nicht geachtet werden, wie iiberhaupt
dize kleinen Gréssen zweiter Ordnung

b
(;;5 W s.w.) jetzt wieder vernachlissigt

werden sollen. Abb. 19

Das Koordinatensystem sei analog dem fritheren so geleg
dass der Ursprung mit dem Kraftangriffspunkt zusammenfillt; d
AX-Achse soll parallel der urspriinglichen Stabrichtung gezo
sein, die Z-Achse senkrecht dazu in der Ebene AX, also:
Komponente P zusammenfallend, und endlich diec ¥-Achse s
recht zu den beiden andern. :

Nun kénnen die Beitrige von P und @ azur seitlic
Biegung angeschrieben- werden; es wird: ’

By = — Qy — Pre. .
Die Torsion wird wieder beschrieben durch Gleichung,,
Cp' = — P(y — xy).

Setzt man zur Vereinfachung wieder : 2 _ L und B
By

-ist.
f gleichung dieses Problems
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_Abschnitts nur dadurch, dass M — 0 und L durch — L ersetzt

Mit Beriicksichtigung dieser Dinge wird dann die Differential-

ay' e g+ (Lo Ne¥) (g9 — ) = 0. (43)
Hieraus ergibt sich wieder die Rekursionsformel fiir die

oeffizienten zu:

4,=— m ((n-3) L Ay + (-5} N A-s) .
Setzt man jelzt y, = O (zentrischer Kraftangriff), dann wird
l, = 0; infolgedessen wird nach Gleichung (42) auch 3y — 2 4, — 0,
s willkiirliche Grossen bleiben wieder 7, — 4, und 3" = 6 A4s.
iemit wird nun: . : 7 . }
s+ o8 (5 — 55+ 5 (B -10N) — 5 (038 Z1)

’f; (L*— 92 L*N + B4O N?) — . ..).
Berechnet man hieraus 3" und ¢, so ergibt der Ve.rgleich
" Formel (42), dass zwischen @y, 7, und ;" noch die Bezichung

estehen muss:

pre

&;‘+y{]%+%=0. 44)
Aendert man ¢, und #; gleichzeitig so, dass nach Gleichung (44)
onstant bleibt, so wird dadurch, wie ersichtlich, die Gestalt

“¢lastischen Linie hicht geandert, da diese nur von yy’ abhingt,
8¢ niherem Zusehen zeigt sich, dass diese Veranderung von
tind @, lediglich eine Drechung des Koordinatensysterrlls‘umrdi_e
)':Richtung R darstellt, wodurch sich das erwihnte Verhalten
elbst erklirt.
Tir » — / wird wieder 3 — 0 und ¢ = 0. Setzt man
#® und L7® — u), wobei dann

hat man:

oot wtl | wt : oy
0 :12%.#7’;% 5 g g @ -10) — & @ 38./1)

w8 :
o+ qg; @ — 9247 4 540) — - )

sor 2 8 6 4
G S @0 )
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Fihrt man fiir die zwei Reihen wieder Buchstab'enbezeichnung

ein, so wird:

0= s 120 F

0=%E A g

PN

Zieht man von der zweiten Gleichung die Gleichung (44) ab,

50 erhélt man:

re

A
0= —yaﬁ—'ﬁyﬁ,—((i—l)-

Diese Gleichung ist mit der ersteren vertriglich, wenn
(G—1) By WL AF = 0

diesem Zweck fiir die Funktionen F und G die Reihen wieder ein;

so erhilt man nach Ordnung der Glieder:

% 22 . 7 ) zt
0=1 —27/1—!— b (42— 2)%6—!(23— 142)—"—8_! (44— 4422—i—60)”

%5 . 8 '
107 100 B 844 ) L o (20 10024 4704 22 5400)

bl
entspricht, so geht die Reihe iiber in die Reihe D des ers
Abschnitts, es ist also # =4,013; setzt man A =00, was
aufrechten Stellung des Stabes entspricht, so wird = = 0, a
#d = LI® bleibt endlich. Wie ersichtlich geht dann die Reihe
eine Cosinusreihe tiber, und zwar wird cos Vui= 0; es ist dah
2
" Vui :;—I, -oder w5 = ﬂ;, also genau die Euler'sche Formel.
2

Ich habe fiir einige andere Werte von Az gerechnet ;
folgen in der Tabelle: ‘ ' '

1:[%1*)]—-0,5‘ 0 ]

=] 657 539 401| 277 | 195
wh=—657|—260 | 0,00 |-1-139 | 195
f§=1—48" | 26934 (0 | fo26034/ 450

— 63

* Fithrt man einen Hilfswinkel ¢ ein, der bestimmt ist durch

g f=-A=tga ]/% (in der letzten Zeile der Tabelle sind’ die

erte von § angegeben), so ergeben sich, wenn die Werte von
und #4 als Ordinaten zu denen von @ als Abszissen aufgetragen
erden, mit Hilfe der gerechneten Punkte zwei Kurven, aus deren

+ 200 307 | 1,12

— 1,192 — 8,31 300 2,62 | 151
— 0,839 - 5221 | 400 2,17 | 1,82
— 0,577 — 3,22 500 1,73 | 2,06
— 0,364 — 1,83 60° 1,30 | 2,24 .
— 0,176 — 0,79 700 0,86 | 2,37
0,000 0,00 80¢ 0,43 | 2,44
-+ 0,176 4 0,62 900 | 0,00 | 247

. Nach den fritheren Beziehungen wird nun P _
% VBC; OQ— %B; hieraus ergibt sich R :Z;—g %’+ Az,
. Zur Durchrechnung eines gegebencn Falles empfiehlt es sich,
st 4 und # zu ermitteln, dann aus obiger Tabelle durch
tpolation # resp. #4 aufzusuchen (fir 8 < -L60° wird die
polation von # genauer, iitber 60° die von #4), woraus sich
andere einfach ergibt, o '

:Wenn man das Verhiltnis ]/% kennt, so kann man die zu

iichiedenen Winkeln @ gehorigen Werte von P und Q (oder

/
¢ von # und uit]/ g, was nur-eine Aenderung des Mass-

bedeutet) als rechtwinklige Koordinaten zu einander auftragen,

ie hiedurch entstehende Kurve

Abb. 20 dargestellt; wie man
ist sie zugleich ein Polar-
im flir R

!
!

last —3

Kipp

2,
die Gleichung (46} iliber in
= 0; diese Gleichung hat
t keine reelle Wurzel, was




auch der Erfahrungsthatsache entspricht, dass ein auf reinen Z

beanspruchter Stab nie etwas einer Ausknickung Achnliches erfihyf

Eine niihere Untersuchung der Reihe (46) lasst iibrigens als wa
scheinlich voraussehen, dass. noch bei einem Winkel, der um ei

Spur kleiner ist als ein rechter, fir # eine reelle, aber unendlich

grosse Wurzel vorhanden ist.

Der verhiltnismissige Anteil an der Gesamtforminde
welcher in den verschiedenen Fillen auf die Verdrehung bezw.

Biegung trifft, lisst sich gut beurteilen durch einen Quotienten;-

wobei 7 die Entfernung des Kraftangriffspunktes von demjen
Punkte bedeutet, nach dem hin die verschiedenen Stellungen ¢
grossen I—Iauptachse des Endquerschnlttes wahrend des Klp
konvergieren. :

Da man fiir den Ausschlag f des Stabendes setzen kan .

J= = npo, so wird 7 — 'ﬂ, und daher £ = Im.

T Po _ r Ji
A =0 wird diese Grdsse nach Gleichung (17) S. 32: é — 1,43},
Fir 1 = 4+ 1'_ und 4 — — 1 habe ich das Verhiltnis beson

]

gerechnet und erhielt 0,565@ und 4,13 % Im F
reinen chkung (1 = + o) ist eine Verdrehung nicht vorh
also ‘ -0

o :
Die angegebenen Zahlen zeigen deutlich, wie bei abné
dem. 4, -d. h. bei wachsendern Winkel zwischen Kraft- und.
richtung die Verdrehung gegeniiber der Biegung immer m
Bedeutung gewinnt, um schliesslich, wenn der Winkel si¢
gestreckten nahert, iberhaupt der ausschlaggebende Teil d
inderung zu werden. :

IIT. Abschnitt.

-Versuche.

— s

D1e Versuche wurden unternommen einesteils zur Kontrolle
echnungen andrerseits auch, um verschiedene Beziehungen
stellen, iiber die die Rechnung keinen Aufschluss gibt. Hieher
t vor allem das Verhalten des Stabes bei endlichen Aus-

" erster Linie handelt es sich also um eine mbglichst ein-

freie und genaue Bestimmung der Kipplast. ' Daneben miissen

ie' Grossen B,, B, und C experimentell ermittelt werden,
' Verglelch der Formeln und Beobachtungen ausfuhren

die Stabilitit des belasteten Stabes am besten aus seinen
ngen beurteilt werden kann, ist es notwendig, in der
nordnung Reibungen méglichst zu vermeiden. Aus'diesem
beschrinkte ich mich bei den Versuchen "auf diejenige
rt, welche von allen die geringsten Reibungen voraus-

y '=_n'Eimlich die, bei det ein Stabende eingespannt  und
freie durch Gewichte belastet ist. Aus diesem Grunde
Belastungsfall in der Theorie am ausfuhrhchsten
worden. : -
nspannvorrichtung ist besonderes Augenmerk zuzu-

s muss gegeniiber den zur Anwendung kommenden
st_ﬁai-k gebaut sein, damit sie nicht die Formanderungen

| das Resultat falscht. Sie muss aber auch den
er Kraft einklemmen, damit, wie in der Rechnung
das Stabelement an der Grenze der Emspannung

nverandert beibehilt,

Zustand ist freilich nie volistindig zu erremhen,
schirfsten Pressungen der Einspannbacken immer
ggungen- vorkommen. .- Da diese Bewegungen mit




Gleiten an den Einspannflichen verbunden sind, treten dab
Reibungen auf, die trotz ihrer Kleinheit in der Nihe der kritische
Last sich sehr bemerkbar machen. Diese Reibungen, die mir b
den Vorversuchen manchen Streich gespielt haben, bis ich sie
ihrem Wesen erkannte und zu beriicksichtigen lernte, riihren .
der Hauptsache davon her, dass die Verkriimmung der Querschnitt
die bei der Torsion auftritt, sich auch noch innerhalb der Einspan
vortichtung fortpflanzt und erst weiter drinnen, durch die Wirkunge
der einspannenden Flachen erlischt. Die Folge davon ist, da
nach Vorausgang einer starken Torsion von “der Verdreliung im
etwas zuriickbleibt, wodurch dann der erste freie Stabquerschni
immer ein.wenig nach der Seite hin schief gestellt ist, nach.
die letzte Verdrehung erfolgte. Die Wirkung dieser Schlefstell
wurde- in einem fritheren Abschnitte bereits beschrieben (S :
Rechnungsmass1g Idsst. 51ch der Emﬂuss der Reibungen bis
nicht nachweisen, da eine strenge Theorie dieser Einspannwirkun
meines Wissens nicht vorliegt.*) Es wire eine sehr danke
Aufgabe, wenn dieses Problem einer Losung zugefuhrt W
Im -spateren Verlauf der Versuche habe ich gerade den Kit
der Einspannflichen. durch einen besonderen Versuch .etsig
gemacht. — So weit iibrigens die rein elastische Wirkun
zu schwachen Finspannung in Frage kommt, so kann dies
fluss immer dadurch Beriicksichtigung finden, dass. man de
der freien Stablange in den Formeln um ein bestimmtes
Einspannung charakteristisches). Stiick vergrossert,

Die Wahl des Versuchsmaterials erheischt auch
sicht. Aus den schon erwihnten Griinden ist ein Material 4
bar . fiir genaue Versuche, das 'mer‘khche innere Reib
elastlsche Nachwirkungen besitzt. Deshalb verzichtete, .
. einen Versuch mit einem Holzstabe (Reissschiene) und, begg]
mich mit Stibe von Stahl. Versuche mit. zwei Stiben .al
' zeugstahl mit rechtwmkhgem Querschnitt 10X1 mm und, 19
gab ich auf wegen der dabei auftretenden grossen Ha
(dle Theorie der. Beriicksichtigung derselben besass i
noch nicht). So kam es, dass ich mich bei den spét
nur eines Materials bediente, namlich eines. gewalzten
(vermutlich deutscher Bessemerstahl) von 40X3 mm 1€

“‘) ‘Was v. Bach in seinem Buche ,,Elast1c1tat und Fésth
1898, Berlin, Springer) dariiber bringt, ist ‘nicht. stfeng d:
eine ungefghre. Abschitzung der numerischen, Vierhaltniss

_msj__

perschnitt. So. Sollten die Masse wenigstens nach den Angaben
o5 Walzwerks sein. In Wirklichkeit wich die Querschnittsform so
von der Rechtecksgestalt ab, indem alle Seitenflichen etwas ge-
bt waren, dass die Anwendung der Formel (39) kein geniigend -
aues Resultat mehr ergibt. Auf die Giite der Versuche hatte
s iibrigens keinen Einfluss, da ja die Grossen By, B, und C
erimentell bestimmt wurden. :
Der verwendete Stab hatte zundchst eine Linge von . nicht
z vier Metern. Er wurde vor allem moglichst gerade gerichtet,
erste Versuch galt der Bestimmung derjenigen freien Linge;
er der Stab unter seinem Eigengewicht kippte. FEr wurde zu
sem Zweck in einen starken  Schraubstock eingespannt, und
"durch Fihlen mit dér Hand die Stabilitit oder Instabilitat
eilt. Die freie Lange wurde -dann so lange geindert, bis der
nschte ‘Grenzzustand erreicht war. Zwei derartige Versuche
en die Lange /= 3,265 m und 3,270 m.
ierauf wurde der Stab.in zwel etwas ungleiche T(ﬂle etwa
d 2,1 m zerschnitten. Mit dem kleineren Stiick wurden
suchie mit Belastung des freien Endes durch Gewichte vor-
men. Bei diesen Versuchen wurden die seitlichen Ausschlige
babendes mittelst eines. Stangenz1rkels von einem- Fixpunkt
‘Nach den Erfahrungen, welche ich bei diesen Ver-
wurde dann die endg1lt1ge Versuchsemrlchtung

der Werder schen 100- Tonnen—Maschme welches seinem
n Zweck nach als Einspannkopf fiir Zugversuche mit
dient. Vier %4'! Schrauben gestatten den Stab schasf

. . Die ganze Vorrich-

n einem schweren Bock
6_r>izontale Achse drehbar
nd kann .in jeder Lage

en Ende habe ich die .
erkennbare Gestalt ge-
.Biigel 2, an dem' die .

gt, greift an einer

50 dass fiir Kraftan-
Mlttelebene des Stabes

tist. Die jeweilige -




P .

Stellung des Stabendes ' wurde dadurch notiert,  dass ein Blatt
Millimeterpapier gegen die Spitzen .§ gedriickt wurde; die auf diege-
Weise erhaltenen Reilien von Stichmarken geben ein iibersicht.
" liches Bild von dem ganzen Verlauf des Versuches ; zugleich ergibt’
die Lage der zusammengehdrigen Marken der oberen und_ der

unteren Spitze, die 39,9 mm Entfernung besitzen, einen Anhalts. 8

punkt fiber den Winkel ¢, Das Blatt Millimeterpapier war m;¢ .
Reissstiften auf einem

Brett (Abb. 22) befes- ¢ a

. . ]
tigt, das, durch drei §
flichenlaufige . Fiihr-

ungen 1, 2, 3 in der

Richtung erhalten, im tibrigen von Hand bewegt wurde. Da
zunehmender Verkriimmung des Stabes die Verbindungslinien deg
beiden Spitzen merklich schief zu stehen kommt, muss das Bre
um eine horizontale Achse gencigt werden kénnen. Zu diese
Zweck sind die stiitzenden Vorspriinge a4 als Schneiden ausgebild
und der grésseren Dauerhaftigkeit halber mit Blech beschlagé;
Die Schneiden sind méglichst in die Papierebene. geriickt, danj
beim Neigen um die Achse aa die Héhenlage des Millimeterpap
nicht verindert. wird, Zusammenfassend kann man sagen, d
die Vorrichtung den Zweck erfiillt, die 3 und -#-Koordina

fahre Grosse der Kipplast Aufschluss verschafft hatte, zun3
mittelst der horizontalen Achse der Einspannvorrichtun
Winkel ¢, so lange verdnderte, bis der Ausschlag, der étwa
Vermehrung der Belastung von 90 auf 959/, der Kipplast. ents
auf ein moglichst geringes Mass reduziert war. - Dann began
vom unbelasteten Zustand aus unter allmihlich steigend

je nach den Umstinden in Stufen von 1 kg oder 'fy k
Beruhigung der Schwingungen Einstichmarken zu machen.

plast auftretendgn labjlen GIeichgtﬁWl
wurden auch beobachtet. Mit einiger Uebung gelingt es

mit grosser Sicherheit den Ort ausfindig zu machen, an dem das
Stabende, zwischen den Fingerspitzen gefithrt, weder nach links

-noch nach rechts driickt. Ist dieser Zustand erreicht, dann wird

schnell eine Einstichmarke gemacht. Wie sicher dieses Verfahren
ist, das zeigt sich in dem Umstande, dass die fiir verschiedene
Lasten erhaltenen Einstiche immer eine Reihe ergeben, deren
Stetigkeit nichts zu winschen iibrig lasst. Schwierig sind nur die
Beobachtungen in allernichster Nihe der Kipplast. Hier ist der
‘bereits beschriebene Einfluss der Reibungen so gross, dass man
selbst auf einige Centimeter oft nicht angeben kann, wo die
eichgewichtslage sich befindet. Zum Gliick uft dann auch die
Linie des Diagramms {siche unten) annghernd horizontal, so dass
s der gendnnten Unsicherheit weiterer Nachteil - nicht erwiichst,
Um aber wenigstens aus den anderen Beobachtungswerten die Ein-
sse der Reibung méglichst fern zu halten, empfiehlt es sich,
d wurde auch bei den spiteren Versuchen durchgiingig beachtet,

e Gleichgewichtslagen, die stabilen wie die labilen, bei denen
‘Ausbiegungen gering sind, zuerst vorzunehmen und erst zum
ISchluss die weit ausgelenkten. Wenn iibrigens der Stab, bevor
& in cine 'Gleichgewichtslage gelangte, eine starke Ausbiegung er-
ren hatte, so ist dies in den Versuchsprotokollen durch einen

deim - Einstich beigesetzten kurzen Pfeil —& s angedeutet, und
ar zeigt der Pfeil die Richtung an, in der fortschreitend man
1rder ausgebogenen Lage in die Gleichgewichtslage gelangt (bei
obenstehenden Pfeilrichtung war also eine Ausbiegung nach.

¢ vorausgegangen). : L - S
Bevor ich nun auf die einzelnen Versuchsergebnisse eingehe,
niges fiber das Gleichgewicht bei endlichen Ausbiegungen zu

. (Diese Betrachtungen, die fiir alle Arten von Knickerschei-

en: Giltigkeit haben, gehéren einem andern Teil meiner Arbeit
“Stibe , deren eine Querschnittsdimension klein gegeniiber
hdern ist, an, Urspriinglich auch fiir diese- Verdffenttichung

» Musste er aus verschiedenen Griinden zuriickstehen,

soll'nur das hier Notwendige ohne Beweis Erwihnung finden.)

man -simtliche Gleichgewichtslagen mit .den zugehérigen

N einem Diagramm zusammen, indem man die Krifte als

-zu irgend einer die Gleichgewichtslage bestimmenden
(Durchbiegung J, Winkel @, u. s, w.) als Abszisse auftrigt,

It-man im idealen Falle je nach Umstinden. das rechte =

~Diagramm der Abb. 23, "Die.Euler'sche: Formel oder




. -

die' Formel (16} tiefern - von diesem Dia
Stiick : . dje " senkrechte -

an den andern Kurvenast, Wenn  wie-
gewdhnlich - bei grosseren ‘Ausbiegungen
das innere Moment schneller wichst, wie
das dussere, 5o tritt der links gezeichnete
Fall ein Der andere ist sehy selten; er -
findet sich, wie ich nachweisen konnte, bej _
der Knickung von dinnwandigen Rohren,
Winkeleisen u. a, m; Die

Linien. bedeuten stabile |

weisungen hinzu, so dass

ersichtliche Gestalt annehmen. Im ersten

Fall, der auch hier zutrifft | ergibt sich

eine - stetige Reihenfolge von " stabilen ™
Gléi-chgewichtslagen, wobei in der.Hohe

der kritischen *Last ‘die  Stabilitit  ein

Minimum hat. Daneben existiert iiber

der kritischen Last ejn zweiter Zweig von

stabilen GJeichgeWichtsIagen, und damit Abb, 24
zusammenhingend der Zweig der labilen Gleichgewichtslagen.
Versuchserg‘ebﬁisse"zeigen genau dieses Bild, nur

genau nach” dem-Augenmas _
etgibt. deren Sehnittpunkt dje kritische Last. — Zy de
gezeichneten Fall. der Apb, 25 méchte ich nur erwihnen, d
bei Knickversuchen mit den genannten Stiben noch vor de
last einen Punkt erreicht, bei dem unfehlbar der Zusanitiy
durch Quetschen des Rohrs, resp. Oeffnen der  Sche
Winkeleisens eintritt, -

Geraderichten war er dann mit dem Hammer u
handelt worden, s¢ dass ich nicht sicher war, ob sich ni

—

1,2 m, 14 m, 16 m und 1,8 m. Unter 1,2 ‘mr-\i}ar"rria-n,"wie
¢ Veorversuche gezeigt haben, bereits. der Proportidnali-téitsgrenz-e
és Materials zu nahe, o :

Auf Tafel T sind zwei Versuchsprotokolle jn méglichst ge-

ieuer Nachbildung zur Darstellung gebracht, Tafel Il zeigt von

et Anzahl von Versuchen die Diagramme, wobei dje untere -
mére) Umfassungslinie - als Abszissenachse: dient, wihrend die
idinatenachsen durchdie strichpunktierten Liniendargestellt werden -
die freie Linge von L2 m wurden zwei Versuche speziell zur
tbarmachung des = Einflusses = der Reibungen unternommen.
el II, Nr. 8 und 5). Der Stab wuorde bei jeder Last vor dem
techen etwa 20 cm zur Seite gebogen, dann unter moglichster
neidung von SchWingungen-zuri-ickgefﬁhrt und die so erhaltene
hgewichtslage auf dem Protokoll vermerkt. Dasselbe Ver-
n wurde sodann nach der andern Seite wiederholt,. Die- auf
'LL'-Wei-se erhaltenen .Ergebnisse’ wurden in einem Diagramm
mengetragen; der zwischen den Kurven eingeschlossene Raum

t das Gebiet der durch die Reibungen méglichen Gleich-

agen: Bei: dem einen Versuch fallen die in Abb. 24
en-Kurven des idealen Falles in das. besagte Gebiet, bei

rn dagegen, wo. ¢, absichtlich etwas abweichend gewshit
ausserhalb desselben, - S

Do mir zur Zeit der Versuche die Rechnungen iiber die -
htigung der Hauptbiegung noch njcht vorlagen, : konnte $
!Seite 57 angegebene Regel iber die Héheneinstel-lung-
litdes - noch nicht anwenden.  Als sich jedoch im - Laufe
suche . eine solche Korrektion als notwendig ergah, ver-

ich auf den Protokollen immer die Hohenlage des einge-

des durch ein den Querschnitt darstellendes Rechteck.
riheren Blittern wurde diese Héhenlage, die seinerzeit
QSSén, aber nicht notiert worden war, nach der Er-
Iiachgetragen. Zwei Doppelversuche sind speziell zu

ke unternommen, den Einfluss der Schiefstellung zu
der eine derselben ist durch die Diagramme Nr. 7 und -

LIl zur Darstellung gebracht); auf 59,5 beziehungsweise
ifferé es Stabendes in beiden Fillen ergab sich

nge von 1,2 m in der Kipplast 0,35 kg ‘Unterschied.
N gemiss dieser Angabe die verschiedenen Kipplasten -

. der :S,chi'efstellung- @, der unter Beriicksichtigung der
- durch . das Eigengewicht als Mittelwert fiir. die ver-
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schiedenen Versuche zu 0,006 erhalten wird; so ergeber sich;
hieraus fiir die éinzelnen freien Lingen folgende Mittelwerte: -
1=-12 14 1,6 1,8 m

_ P =681 4,76 3,39 2,42 kg.

Dazu ist jedesmal noch .das Gewicht der Wagschale m
Zubehdr == 0,41 kg zu addieren. ‘ _ ‘

Fir die Stellung des Stabes unter 45° aufwirts wurden ebe;
falls zwei Versuche unternommen. Bei einer freien Linge ve
1,40 m ergab sich die Kipplast beidemale zu 2,47 kg, wozu noc
das Gewicht der Wagschale zu addieren ist. L

R

Die Nebenversuche bestanden in einem Torsionsvers

"; zur Bestimmung der Drehungssteifigkeit €, und in tinem Bie

~ versuch zur Ermittlung der Biegungssteifigkeit 5,. Zum T orsio:

w0 versuch wurde das eine Ende des Stabes in die bisher benufzi

... Einspannvorrichtung eingeklemmt, das andere in der Querschnj
** mitte durch ‘eine Schneide aufgelagert. Dicht an diesem -

souo; war der Hebel befestigt, auf dessen Ende die Last einwirkte::

Schnur, an der die Wagschale hing, war iber ein am Hebe

vo brachtes Kreissegment gelegt, um den Hebelarm a des Tors
'#&> moments konstant zu erhalten. Mit Beriicksichtigung der Sc

, dicke war @ = 389,5 mm. Der Teilkreis, an welchem die To

:°2"% winkel abgelesen wurden, war dermassen eingeteilt, dass e

in 321 mm Radius 2,02 mm mass, also im Bogenmass = 0;
Die Verdrehung wurde kenntlich gemacht durch einen a
befestigten Zeiger. Die Messlinge / (die Entfernung de
befestigung vom eingespannten Ende) war gerade = 1,00m:
Mit dieser Einrichtung wurden zwei Ver- Last | Ables.
suche unternommen, von derén einem die
Zahlen nebenstehend aufgefithrt sind.

Der Verdrehungswinkel ist in Ueber-
einstimmung mit dem andern Versuch im
Mittel fiir 1 kg 18,82 Teile = 0,1185 im
Bogenmass. Nun ist nach Gl (2)

CAp = Pal also.
~1,0-38,95:100
01185
Die Biegeversuche wurden in | 7

einer :etwas ungewdhnlichen, hier. aber -zweékmﬁssige

0,0
1,0
.20
3,0
4,0
30|
2,0 1
= 32900 kg cm? 1,0
' 0,0
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gefﬁhft. Wie aus der Abb. .25 ersichtlich, wurde der Stab in

pwei  ziemlich nahe ' bei-
ammen liegenden Punkten
estiitzt und in der Mitte 2
yelastet. Die beiden unbe-
4steten Enden bewegensich
labei . wie grosse Zeiger;

oy
Stabes kleine Durchbiegungen schwer zu messen sind, andrer-
ts, Wenn man grosse Spannweiten zur Vergrij'ssefung der Durch-
ung anwenden’ wollte, wegen der geringen Dicke das Eigen-
ht schr storend auftreten ‘wiirde. Rei dieser Aﬂordnun'g

en wirkt das Eigengewicht gerade glnstig ein, indem es
entgegengesetzte Biegung hervorruft, und 50 grissere Lasten -

en gestattet. Durch das Mittelnehmen ans den zwei Ab-

gen werden sowohl etwaige Ungleichheiten der. Arme @ und a,, .

ich eine kleine Verschiebung des Lastangriffs aus der Mitte

g’s__Resu[tat unschidlich gemacht. , '

jDié Neigung ¢, die abgesehen von dem Eigengewicht, dessen
g unter Vernachlissigung der zweiten Ordnung konstant
n ist, in den Auﬂ'agerpanten auftritt, ist einerseits nach

ébé-kannteﬁ Formel ¢ = L andferseits T

165, aus der Figur

Fig

hieraus ergibt sich 5, = TP {war =46,0cm, @, — 81,7cm,

J.cm.  Hier wurden ebenfalls zwei Versuche vorgenommett,
¢n ich einen hier in abgekiirzter Form folgen lasse. '

Last Abl.]inks’ Diff., lAb].rechts Diff. | Mitte]

0 ke | 703m :
0 kg m 199 239
4 722 219
- 19,5
741,56 . 1995
19,5 g
761 180
195 ;
741,5 1995
19,5 s
722 190 219
703 ’ 2385

20,0 195
195/ 195
195|195
1951 19,5
195| 195
19,5 19,25

Asse WQrden immer auf halbe Millimeter abgerundet,
ile schon zu unsicher waren. ‘
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Der Versuch gibt fiir 4,0 kg einen Mittelwert von 1946 m .. Fiir den unter 450 aufgestellten Stab wird -
der andere 19,50 mm, das Gesamtmittel - ergibt also: 19,48 mm, c Ia _
hiemit erhilt man fiir 5, =tg f=tga ]/—57 = 1,00 ]/;9— = 1,217; hieraus § = 50° 36'.

. . 2- 8 :
5, — H0:460° 81,

16-1,948 22200 ky em? E Aus der Tabelle ergibt sich # — L70, #id =207, mit

. By, dessen Kenntnis fir die genaue Formel (38) nétig i . uB? ] /C iR
) ‘ , 140 ¢ ird £ = = A= 2 = .
ergibt sich genau genug aus den Einstichversuchen: bej /- 1,80 mow 42 B + 2 2 =332 kg

ist die Durchbiegung auf 1 kg sehr genau 6,0 mm. Nach ¢ Nun ist das Eigengewicht zu berticksichtigen. Eine Formel

r habe ich nicht abgeleitet, Dagegen rechnete ich firr dic

shnliche Knickung (bei freiem belasteten Ende) ganz shnlich

__1,0.180% . 2 wie im Abschnitt II A die Einwirkung des Ej engewichts " und

_ By = 30,60 _3_240000 kg om*, . thielt die Formel 2 — £—0297G; g:femer bel%amg ich fiir das
. Um: das Gewicht pro laufendein cm, P, zZu béstimmen,' W , ' hiltnis der gleichmissig verteilten Knicklast zu der am Ende KR
., der’ Stab gewogen. 208,8 cm hatten ein Gewicht von 2,071 isorizentrierten die Zahl 3,17 (gegen 3,20 beim Kippen, siche S, 51.)
" also war 24 =10,00992 kg cmt, ST ) [ch-glaube daher keinen nennenswerten Fehler zu begehen, wenn 3
et Wie aus Abb, 21 ersichélich, greift die Kraft etwa 3 gi : ieh in diesem zwischenliegenden Falle einen Wert annehme, der o
chen dem der ebengenannten Formel und der Formel (32) woro
Dann wird: P = 332 — 041 = 291 kg. Die Beobachtung e

3 .
bekannten Formel f — % ergibt sich (alles in kg und ¢m)
: o X .

"' unter dér Stabachse an. Dieser Einfluss wurde vernachlissi
- indem angenommen wurde, dass er gerade den Einfluss der'y
. tiligenden Eidspannung kompensierte, _ ‘
Der mittlere Wert der Neigung ¢ wurde schon zu - _
" etmittelt, . lNach Formel (31) ist

~ Mit diesen Werten der betreffenden Gr('jssen wu - 3126: 3275 cm. -
> Klammerausdruck der Gleichung (38) ausgerechnet. Fr erga o 2
Y Wert 1,006, S o
Nun wird 4,013
‘ =
Die beobachtete - Kipplast (Gewicht - Schale) ist da
. ) ' .- 2 ’
FP=F —0287 G — 0,08,%
. Q .
In der folgenden ‘Tabelle sind fir die verschieden
die Werte zusammengestellt.

109100

£, = 1,006 25" VBL = 22

¢

: _ Dieser Versuch ist aber
_ o dessentwillen weniger genau, weil hier eine Messung der
ge nicht ausgefithrt werden konnte. Jedenfalls aber darf
o 2‘87 Iz — T _ erden, dass durch diese Versuche die Theorie vollauf
! e ; RRIELUNG ocefunden hat,
Ll 5

L19kg| - 0,343 kg
1,39 1 0401

|- 1,59 | 0,460 -
1,78 | 0,520

o |G =20 008
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